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４章 行列の応用 

２節 固有値と対角化 

 

P.175 練習１ （固有値，それに属する固有ベクトル。α，β，γは任意） 
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P.179 練習２ 

  以下で P， 1P AP の列の順序を同時に入れかえた組合せも，別解となる。 
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P.179 練習３ 

 （ⅰ） 21 xx ， が一次従属だったとすると次の方程式， 0 21 xx yx    ㋐ 

    には 00  yx ， 以外の解がある。   ㋐′ 

      ○アの両辺に左から行列 A をかけると， 0 21 xx AyAx  

よって 02211  xx  yx    ㋑ 

    ○ア× 2 －㋑ より   0 112 xx  

ところが，今 1 2 ， 1x 0  なので 0x でなければならない。よって㋐′より y 0 である。 

ここで 0x のときの㋐が， 02xy であることに注目すると 02x でなければならない。 

固有ベクトルは 0ではないので矛盾である。よって 21 xx ， は 1 次独立である。 

 （ⅱ） 321 xxx ，，  について考える。 

   （ⅰ）よりこれらのうちのどの 2 つのベクトルの組も 1 次独立である。    

 321 xxx ，，  が 1 次従属だったとすると次の方程式 

   0 321 xxx zyx    ㋒ 

 には 000  zyx ，，  以外の解がある。㋒′ 

 ㋒の両辺に左から行列 A をかけると 0 321 xxx AzAyAx  

 よって 0 321 xxx zAyAxA  

 したがって 0 332211 xxx  zyx    ㋓ 

 ここで○ウ  3 ㋓より     0 223113 xx  yx  

 ㋑よりこの方程式の解は     00 2313   yx ，  である。 

 今 3 1 ， 3 2 であるから 00  yx ，  でなければならない。 

したがって㋒′より z 0   である。ここで 0 yx   のときの㋒が 03xz であることに注目すると

03x でなければならない。固有ベクトルは 0ではないので矛盾である。よって 321 xxx ，，  は 1 次独

立である。 
（ⅰ）（ⅱ）のような議論を繰り返すと固有ベクトル 121 


xxx ，，，  が 1 次独立のとき 

xxx ，，， 
21  も 1 次独立であることが示される。 

 

P.179 練習４ 

  以下で P， 1P AP の列の順序を同時に入れかえた組合せも，別解となる。 
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P.182 練習５ （α，βは任意） 

 ⑴ 固有方程式は  22 0    より固有値は 2  （重解）である。しかし 
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  対角化不可能。 
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 ⑶ 固有方程式は    21 1 0     より固有値は 1   （重解），1 である。しかし 

  1    に属する固有ベクトルは 0
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 のみである。 

  したがって 3 個の 1 次独立なベクトルをもたないので対角化不可能。 

 

P.185 練習６ 
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P.187 練習７ 

  以下で，P， 1P AP  の列の順序を同時に入れかえた組合せも，別解となる。 
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P.188 練習８ 
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P.191 練習９ 
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   tP x x  とおくと 
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x x  

   よって tP  の表す 1 次変換で 2 2: 4 6 12C x y     つまり 
22

1
3 2

yx     に移る。 

   また，
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   つまり 問題の 2 次曲線 C は 
22

: 1
3 2

yxC    を原点中心に 
4
  回転させた曲線。 
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   tP x x  とおくと 
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   つまり 問題の 2 次曲線 C は 
2

2: 1
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xC y    を原点中心に 
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  回転させた曲線。 

 

 

  



P.192 節末問題 
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2.  

 

 

 

  よって A と APP 1 の固有方程式は同じ。したがって A と APP 1 の固有値は一致する。 

 

3. 
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   よって BAAB   
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   この P により B も対角される。実際 
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4. 固有方程式   022 



 badda

db

ba
EA 




   の解が 21  ，   とすると 2

次方程式の解と係数の関係から 021  da  02
21  bad  なので 01   かつ 02   

である。 

 

5. 直交行列 P に対し xxx ,P 0 とする。 

      xxxxxxxxxx tt 2  tttt PPPP  

2xxx t  0 なので 12   よって 1  
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P.192 節末問題つづき 

6. ⑴ 
4
   で 222  yx  ⑵ 
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 であり， 
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 ⑴ 
4 1
1 2

A
 

  
 

 の固有値は 3  （重解），固有ベクトル 1
1
1

 
  
 

x  

   たとえば 
1 0
1 1

P
 

  
 

 とおくと 1 3 1
0 3

P AP  
  
 

 

    1 1P  ，x x  が 1 3 1
0 3

P AP  
  
 

となるような 1x  を求めると 1
1
0

 
   

 
x  

   つまり 
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P
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  
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 の固有値は 1 2  ， （重解） 

   それぞれの固有ベクトルとして 1
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x ， 2
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x  を選ぶ。 

   たとえば 
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 とおくと 1 0P     より P は正則で 1
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    1 2 2P  ， ，x x x  が 1
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となるような 2x  を求めると 2
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   つまり 
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 とおくと 1

1 0 0
0 2 1
0 0 2

P AP

 
   
 
 

 

 


