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４章 行列の応用 

１節 １次変換 

 

練 P.145 練習１ 

 ⑴ 
x x
y y
′ = −

 ′ =
 すなわち 

1 0
0 1

x x y
y x y
′ = − ⋅ + ⋅

 ′ = ⋅ + ⋅
 から１次変換であり， 

   １次変換を表す行列は 








 −

10

01
 

 

 ⑵ 
x x
y y
′ = −

 ′ = −
 すなわち ( )

1 0
0 1

x x y
y x y
′ = − ⋅ + ⋅

 ′ = ⋅ + − ⋅
 から１次変換であり， 

   １次変換を表す行列は 










−

−

10

01
 

 

 ⑶ 
x y
y x
′ =

 ′ =
 すなわち 

0 1
1 0

x x y
y x y
′ = ⋅ + ⋅

 ′ = ⋅ + ⋅
 から１次変換であり， 

   １次変換を表す行列は 










01

10
 

 

 ⑷ 
2x x

y y
′ = +

 ′ =
 すなわち 

1 0 2
0 1

x x y
y x y
′ = ⋅ + ⋅ +

 ′ = ⋅ + ⋅
 から１次変換ではない。 

 

 ⑸ 
0

x x
y
′ =

 ′ =
 すなわち 

1 0
0 0

x x y
y x y
′ = ⋅ + ⋅

 ′ = ⋅ + ⋅
 から１次変換であり， 

   １時変換を表す行列は 
1 0
0 0

 
 
 

 

  



P.147 練習２ 

 

 ⑴  ⑵  

 

 

 

 ⑶  ⑷  

 

 

 

P.148 練習３ 

 1 次変換 f を表す行列を 










dc

ba
とおくと 










=











−



















=





















4

2

1

1
,

2

2

1

1

dc

ba

dc

ba
から 

  
42

22

=−=+

=−=+

dcdc

baba
 

 これらを解いて 1,3,0,2 −==== dcba  

  よって，求める f を表す行列は 










− 13

02
 

 

 （別解） 求める 1 次変換 f を表す行列を A とすると 









=











−









=











4

2

1

1
,

2

2

1

1
AA  

      これから 









=











− 42

22

11

11
A  

 

      よって 










−
=











−

−
−=











−

−−

−
⋅










=











−









=

−

13

02

26

04
2
1

11

11
2

1
42

22

11

11

42

22 1

A  

 

( )

1 2 3 1
3 4 2 1

1, 1

−     
=     −     

−点 ( )

1 2 0 0
3 4 0 0

0, 0

     
=     

     

点

( )

1 2 1 1
3 4 0 3

1, 3

     
=     

     

点 ( )

1 2 0 2
3 4 1 4

2, 4

     
=     

     

点



P.150 練習４ 

 

 ⑴  

 

 

 

 

 

 

 ⑵  

 

 

 

 

 

 

 ⑶  

 

 

 

 

 

 

P.150 練習５  

 もとの点 P の座標を ( )yx, とすると 

  

3 3cos sin 2 2 1 1 2 2 14 4 1
1 1 33 3 22 2sin cos

4 4

x
y

π π

π π

    − − −        − −         = = =           − − −            − −        

 

  よって，点 P の座標は ( )3,1 −−  

 

P.151 練習６ 

 fg を表す行列は 









=











−








 −

146

72

10

52

13

21
  gf を表す行列は 











−−
=









 −











− 13

117

13

21

10

52
 

 

  

( )

31cos sin 2 23 3
13sin cos

3 3 22

31
02 2 3 0, 2
2113

22

π π

π π

   −−   
 = 
       

 −       =         
 

から 点

( )

cos sin 0 12 2
1 0sin cos

2 2

10 1 3 1, 3
1 0 1 3

π π

π π

 −  − 
=   
  

 

−   − 
= −             

から 点

( )

3 15 5cos sin 2 26 6
5 5 31sin cos
6 6 2 2

3 1
22 2 3 2, 0
0131

2 2

π π

π π

   − −−   
 = 
   −    

 − −    −   = −        − 
 

から 点

2 



P.152 練習７ 

 










−
=









 −
⋅










=

11

11

2
1

11

11

2
1

01

10
gf  

  次に











−
=











−
=





















− 2

22

2

4

2
1

3

1

11

11

2
1  

   よって  点 ( )2,22 −  

 

P.153 練習８ 

 










−

−
=










=









 −

32

21

0

1
1A

y

x
A であり  であるから 









−
=





















−

−
=











2

1

0

1

32

21

y

x
 

 よって，点 ( )0,1 に移されるもとの点は ( )2,1−  

 同様に 










−
=





















−

−
=




















=











3

2

1

0

32

21

1

0

y

x

y

x
A より  

 よって，点 ( )1,0 に移されるもとの点は ( )3,2 −  

 

P.153 練習９ 

 1 次変換 f を表す行列は 








 −

θθ

θθ

cossin

sincos
 でありその行列式は ( )2 2cos sin 1θ θ− − = であるから 

 1−f を表す行列は P.81 の逆行列の公式より 










− θθ

θθ

cossin

sincos
 となる。 

 ところで 










−−

−−−
=











− )(cos)(sin

)(sin)(cos

cossin

sincos

θθ

θθ

θθ

θθ
 であるから， 1−f は角 )( θ− の回転移動を表す 

 1 次変換である。 

 

  



P.154 練習 10 

 

 ⑴  

 

 

 

 

 

 

 

 ⑵  

 

 

 

 

 ⑶ 

3 1 cos sin3 1 6 62 22 2
1 3 31 sin cos

6 62 2

π π

π π

   −−    −
 = =              

 

 

  よって  

 

 

 

 

 

 

6
6

6 6

6

cos sin3 1 cos sin6 62 2
sin cos1 3 sin cos

6 6
1 0 64 0

2
0 1 0 64

π π
π π

π π π π

 −   − − 
= =          

 
− −   

= =   − −   

( )
cos 4 sin 4 cos sin12 12 3 3

sin cossin 4 cos 4 3 312 12

31
2 2
3 1

2 2

π π π π

π ππ π

      × − × −          = =  
      × ×          

 
− 

 =
 
 
 

与式

( )

8
cos 8 sin 8cos sin 4 44 4

sin cos sin 8 cos 84 4 4 4

cos 2 sin 2 1 0
sin 2 cos 2 0 1

π ππ π

π π π π

π π
π π

      × − ×−           = = 
      × ×          

−   
= =   
   

与式



P.155 練習 11 

 1:2OC:OA = ， AOC
2
π∠ = であるから右の図のように，点 A を原点 O

を中心として
2
π または，

2
π− 回転移動をし，さらに O を中心として相似

比
2
1
の相似変換で移動した点が C である。したがって 

11 10 cos 9 sin 03 3 22 2 2 2
1 1 31 10 sin cos 0
2 2 2 2 2

π π

π π

       −− −          
= =                                 

 

もう 1 点は 

11 1cos sin0 03 3 22 22 2
1 11 1 30 0sin cos2 22 2 2

π π

π π

         − − −                 = =                        −− −     −          

 

よって，頂点 C の座標は 







−

2
3,

2
1

 または 







−

2
3,

2
1  

 

P.156 演習 

原点を通り，x 軸の正の方向と
3
π

の角をなすℓの関する対称移動を表す行列は 

 



















−
3

2cos
3

2sin

3
2sin

3
2cos

ππ

ππ

である。点 )0,6(P を直線ℓに関して対称移動した点を ),(P yx ′′′ とすると， 

 









−
=






























−

=




























−

=










′

′

33

3

0

6

2
1

2
3

2
3

2
1

0

6

3
2cos

3
2sin

3
2sin

3
2cos

ππ

ππ

y

x
 

 よって，点 P′の座標は ( )33,3− である。 

 

  



P.158 練習 12 

  直線 2y x= − +  上の点 x y( ， )の f による像を x y′ ′( ， )とおくと 
2 1
3 2

x x
y y
′     

=     ′     
 であるから， 

 










′+′−

′−′
=











′

′











−

−
=











′

′










=










−

yx

yx

y

x

y

x

y

x

23

2

23

12

23

12 1

 

 2x x y′= −   …① 

3 2y x y′ ′= − +  …② ところで， x y( ， ) は 2y x= − +  を満たすので，①②を 

( )2 3 2 2 2y x x y x y′ ′ ′ ′= − + − + = − − +に代入して  

 ∴ 2+′=′ xy  

 したがって，f による像は直線 2y x= +  である。 

 

P.158 練習 13 

 ⑴ 直線 1+= xy  上の任意の点 )1,(P +xx  の f による像を ),(P yx ′′′  とおくと 












+

+
=











+










−
=











′

′

4

25

121

23

x

x

x

x

y

x
 

∴ 25 +=′ xx ， 2+=′ xy  

これから x を消去すると 
5
8

5
1 +′=′ xy  

したがって，f による像は 直線 
5
8

5
1 += xy  である。 

 ⑵ 43 =− yx  の場合 

直線 43 −= xy  上の任意の点 )43,(P −xx  の f による像を ),(P yx ′′′  とおくと 












−

−
=











−










−
=











′

′

85

45

4321

12

x

x

x

x

y

x
 

∴ 45 −=′ xx ， 85 −=′ xy  

これから x を消去すると 4−′=′ xy  

したがって，f による像は 直線 4−= xy  である。 

   83 =− yx  の場合 

直線 83 −= xy  上の任意の点 )83,(P −xx  の f による像を ),(P yx ′′′  とおくと 












−

−
=











−










−
=











′

′

165

85

8321

12

x

x

x

x

y

x
 

∴ 85 −=′ xx ， 165 −=′ xy  

これから x を消去すると 8−′=′ xy  

したがって，f による像は 直線 8−= xy  である。 
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 ⑴ 直線 2
2
1 +−= xy  上の任意の点 






 +− 2

2
1,P xx の f による像を ),(P yx ′′′  とおくと 












+−

−
=














+−










−

−
=











′

′

84

42
2

2
1

42

21

x

x
x

x

y

x
 

∴ 42 −=′ xx ， 84 +−=′ xy  

これから x を消去すると xy ′−=′ 2  

したがって，f による像は 直線 xy 2−=  である。 

 ⑵ 直線 2
2
1 += xy  上の任意の点 






 + 2

2
1,P xx の f による像を ),(P yx ′′′  とおくと 








 −
=










+








−

−
=








′
′

8
4

2
2
1

42
21

x
x

y
x

 

∴ 4−=′x ， 8=′y  

したがって，f による像は 点 )8,4( −  である。 
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 ⑴  

 

 

 

 

 

   xyyx ′−=′= , を xy =2  に代入すると 

   
( ) 2

2

x y

y x

′ ′− =

′ ′=
 

   よって，求める曲線の方程式は 2xy =  

 

  

cos sin
2 2

sin cos
2 2

cos sin 0 12 2
1 0sin cos

2 2

x x
y y

x x x y
y y y x

π π

π π

π π

π π

 −′     
=     ′    
 

    − − −     ′ ′ ′              = =         ′ ′ ′− −             − −        

であるから

=



P.159 練習 15 のつづき 

 

 ⑵ 
cos sin

3 3

sin cos
3 3

x x
y y

π π

π π

 −′     
=     ′    
 

であるから 

   

cos sin 1 33 3 1
2 3 1sin cos

3 3

3 3,
2 2

x x x
y y y

x y x yx y

π π

π π

    − − −      ′ ′         = =        ′ ′     −      − −        

′ ′ ′ ′+ − +
= =

 

   上式を、 xy =2  に代入すると 
2

3
2

3
2

yxyx ′+′
=







 ′+′−  

   整理すると 

   0322323 22 =′−′−′+′′−′ yxyyxx  

   よって，求める曲線の方程式は 0322323 22 =−−+− yxyxyx  
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 ⑴ 
cos sin

6 6

sin cos
6 6

x x
y y

π π

π π

 −′     
=     ′    
 

であるから 

   

cos sin 3 16 6 1
2 1 3sin cos

6 6

x x x
y y y

π π

π π

    − − −      ′ ′−         = =        ′ ′          − −        

 

   
2

3,
2

3 yxyyxx
′+′−

=
′+′

=  

   上式を 1673613 22 =+− yxyx に代入して整理すると 1
4

2
2 =

′
+′ yx  

   よって，C ′の方程式は 1
4

2
2 =+

yx  

 

 ⑵ 曲線 C はC ′を原点 O を中心として 
6
π − 

 
 だけ回転したものである。 



    

  



P.161 節末問題 

1. 

  点（1，0）の像は点（0， x y( ， )－1），点（0，1）の像は点（－1，0） 

   よって， xy −= に関する対称移動を表す 1 次変換の行列は 










−

−

01

10
   

 

 （別解） 

  x y( ， )の像を x y′ ′( ， )とおくと， 

  
x y

y x

′ = −


′ = −
 すなわち 

( )
( )
0 1

1 0

x x y

y x y

′ = ⋅ + − ⋅


′ = − ⋅ + ⋅
 

  よって 1 次変換の行列は 
0 1
1 0

− 
 − 

 

 

2. 

  求める行列を A とすると 

   
1 5 2 3

,
2 1 3 1

A A
− −       

= =       − − −       
 が成り立つ。 

   上の 2 式をまとめると ①…











−

−−
=











−− 11

35

32

21
A  

   








 −−
=











−−

−

12

23
1
1

32

21 1

 を①の右から掛けると 
5 3 3 2 9 7
1 1 2 1 5 3

A
− − − −     

= =     −     
 

 

3. 

 f：原点を中心とする－ 2
3
π の回転移動 xy =:g  に関する対称移動とすると f，g を表す行列は 

それぞれ

312 2cos sin 2 2 0 13 3
1 02 2sin cos 3 13 3

2 2

π π

π π

 
−      − − −             =    

       − −           − − 
 

，  である。 

したがって， fg  を表す 1 次変換は 





















−

−−

=





















−−

−












2
3

2
1

2
1

2
3

2
1

2
3

2
3

2
1

01

10
 である。 

点 ( )33,1P  の像は 








 −
=































−

−−

4

32

33

1

2
3

2
1

2
1

2
3

  よって，点 ( )4,32−Q  である。 
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4. 

 ⑴ 求める点を ( )yx, とすると 



















=











y

x

21

32

1

2
 

    










−

−
=










−

21

32
1
1

21

32 1

 を左から掛けて 









=





















−

−
=











0

1

1

2

21

32

y

x
 

   よって，点 ( )0,1  

 ⑵ ff  を表す 1 次変換は 









=





















74

127

21

32

21

32
 である。 

   したがって点 ( )1,2 − の像は 







=








−








1
2

1
2

74
127

 

   よって，点 ( )1,2  

5. 

 










−

−
=











−



















=





















4

2

2

0

2

4
,

4

0

1

2

4 a

b

a

bb

a
 より 

 2 点 ( )b,4 ， ( )4,2 −− a  が直線 145 =− yx 上にあればよい。 

  






=+−

=−

14202

1454

a

b
  これを解いて 2,3 −== ba  

6. 

 ⑴  

 

 

 ⑵ ( ) ( )3,0B,0,2A  より線分 AB を m：n に内分する点 P は 







++ nm
m

nm
n 3,2P  

点 P の f による像 P′は 





















+
+

+
+

=





















+

+












nm
mn

nm
mn

nm
m

nm
n

126

62

3

2

43

21
 より 








+
+

+
+′

nm
mn

nm
mn 126,62P  

⑴より，線分 BA ′′ を m：n に内分する点は 







+
+

+
+

nm
mn

nm
mn 126,62

 となり，点 P′と一致する。 

よって，点 P′は線分 BA ′′ を m：n に内分する。 

  

( ) ( )12,6B,6,2A

12

6

3

0

43

21
,

6

2

0

2

43

21

′′











=






























=




















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 ⑶ 332
2
1OAB =××=△  

 直線 BO ′の方程式は xy 2= ，つまり 2 0x y− = であるから，点 A 2 6′( ， )から BO ′に引いた垂線を A H′

とすると 

   
( ) 5

2

12

|622|HA
22

=
−+

−×=′  

 6
5
256

2
1HABO

2
1BAO =××=′×′×=′′△  

 よって， BAO ′′△ の面積は△OAB の面積の 2 倍である。 

 

7. 

 ⑴ 








 −
=



















 −
=











0

2

3

1

3

1

3

1
2AA かつ  








 −
=







 −







 −
=















 −
=

















=








0
2

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
12 AAAAAA かつより  

したがって 








 −−
=









 −

03

21

33

11
A  

 

 

 

 

 ⑵ 3
cos sin cos sin 1 03 3

sin cos 0 1sin cos
3 3

A A

π π
π π

π π π π

 −  − −   
= = =     −    
 

より  

 

 ⑶ EA −=3 より ( ) ( ) 3232323654 AAAAAAEAAAAAAA −−−=++−=++=++  

   よって ( ) 









==−−−++=

00

00
3232 OAAAAAA与式  

  （⑶の別解） 

( ) ( )5432 AAAAAEA +++++=与式  
5432 AAAAAES +++++=  …① 

①の両辺に左から A を掛けると 65432 AAAAAAAS +++++=  …② 

②－①より ( ) EASEA −=− 6  

ここで， EA −=3  より EA =6  
したがって， ( ) OSEA =−  

( ) 1−− EA  は存在するので，左から ( ) 1−− EA  を掛けると OS =  

ゆえに  ( ) OOA =⋅=与式  

  




















−

=








 −
=











−








 −−
=









 −









 −−
=

−

2
1

2
3

2
3

2
1

33

33

32
1

13

13

32
1

03

21

33

11

03

21 1

A
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8. 

 ⑴ 









=











−

−










=









 −










=











− 33

11

31

11

3

1

3

1

3

1

1

1
AAA よりかつ  

  







=








=
















=

36
12

612
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
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12

3
1

より 






=+
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  よって 12 =+ ts  

 

9. 

  m 0 のとき，直線 mxy =⊥QP  かつ PQ の中点が mxy = 上より 

  
22

,1 xxmyym
xx
yy ′+⋅=

′+−=⋅
−′
−′  

  






+−=′−′

+=′+′

ymxyxm

myxymx
 であるから 
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
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 …①が成り立つ。 
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 であるから，①より 
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m
m

m
m

m
m

m
m

y

x

mm

mm
my

x

m

m

m

m

my

x

1
1

1
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22
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  0=m のとき，x 軸に関する対称移動となり，行列 










− 10

01
 となりこのときも②式でよい。 

 

10． 

 図形上における任意の点 ( )yx,P の f による像を ( )yx ′′′ ,P とする。図形を x 軸方向に 2 倍，y 軸方向

に 3 倍の比率で拡大することから， 

  






=′

=′

yy

xx

2

3
 すなわち 







+=′

+=′

yxy

yxx

20

03
 である。 

  つまり，
2 0
0 3

x x
y y
′     

=     ′     
 であるから 1 次変換 f を表す行列は

2 0
0 3

 
 
 

である。 

  
2

3

x x

y y

′ =


′ =
 だから 

2

3

xx

yy

′ =
 ′ =

 を楕円 1
49

22

=+ yx
に代入すると 1

3636

22

=
′

+
′ yx  

  したがって，f による像は 円 3622 =+ yx である。 
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11． 

1 次変換 















−

=







′
′

y
x

ab
ba

y
x

 ( a )0 より






−=′

+=′

aybxy

byaxx
 

この式から x と y を求めると， 2222 ,
ba
yaxby

ba
ybxax

+
′−′

=
+

′+′
=  である。 

これを 222 cyx =+ に代入すると 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )22222

2
22

22

2
222

222222

2
222

22222222

2
2

22

2

22

22

bacyx

c
ba
yx

c
ba

ybaxba

c
ba

yayxabxbybyxabxa

c
ba
yaxb

ba
ybxa

+=′+′

=
+

′+′

=
+

′++′+

=
+

′+′′−′+′+′′+′

=







+
′−′

+







+
′+′

 

したがって，f による像は 円 ( )22222 bacyx +=+ である。 

 

P.164 演習１ 和と実数倍について⑴～⑻を確認する。 
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よって ⑴～⑻のすべての性質を満たしているので 3R は R 上のベクトル空間である。 
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⑴ 1

3

2

3

2

0
,

0
Wba ∈
















=
















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b
b

a
a と R∈t  に対して 

  1

3
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33
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0
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WaWba ∈














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















+
+=+

ta
tatt

ba
ba  したがって 1W は 3R の部分空間。 

⑵ 2

1 0
0 1
0 0

   
   = = ∈   
   
   

，a b W  であるが 

  

1
1
0

 
 + =  
 
 

a b は， 2 2 21 1 0 2 1+ + = ≠  より + ∉a b 2W   

 したがって 2W は 3R の部分空間ではない。（他にさまざまな反例が存在するのでみつけてみよう。） 

⑶ 3

1
1
1

 
 = ∈ 
 
 

a W  であるが， 1− ∈ R  に対して ( )
1

1 1
1

− 
 − = − 
 − 

a  であり， ( ) ( ) ( )1 1 1 0− + − + − <  

  より ( ) 31− ∉a W  したがって 3W は 3R の部分空間ではない。 

  （他にさまざまな反例が存在するのでみつけてみよう。） 
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 ⑴ =−=
−

−
65

53

21
1− 0 よって 1a  と 2a  は 1 次独立であるので基底である。 

 

 ⑵ =





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



− 7
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



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
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 −
5
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µλ  

   




−=−
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µλ
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 より 2,1 == µλ  したがって 21 2aax +=  
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1 1 1 2
2 3 0 1
3 1 4 3
4 3 0 1

−
− −

−
−

   ＝   

1 1 1 2
1 2 5

0 1 2 5
4 7 3

0 4 7 3
7 4 9

0 7 4 9

−
− −

− −
= − −

− −
− −

− −

  ＝  

1 2 5
0 1 23
0 10 44

− −
−
−

 

( ) =+−−=
−
−

−= 23044
4410
231

186− 0 

よって， 4321 ,,, aaaa は 1 次独立であるので基底である。 

 

②＋①×(－2) 
③＋①×(－3) 
④＋①×(－4) 

②＋①×4 
③＋①×7 
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  ( )1 2 3 4 =a a a a

1 1 0 2
1 0 1 1

2 1 1 3
1 2 1 5

 
 − 
 
 
 

   →   

1 1 0 2
0 1 1 3
0 1 1 1
0 1 1 3

 
 
 
 − −
 
 

   →   

1 0 1 1
0 1 1 3
0 0 2 2
0 0 0 0

− − 
 
 
 
 
 

 

      →  

1 0 1 1
0 1 1 3
0 0 1 1
0 0 0 0

− − 
 
 
 
 
 

   →   ( )1 2 3 4

1 0 0 0
0 1 0 2
0 0 1 1
0 0 0 0

 
 
  =
 
 
 

b b b b  とおくと 

   4 2 3 4 2 3

0 0 0
2 1 0

2 2 2
1 0 1
0 0 0

     
     
     = = + = + = +
     
     
     

よってb b b a a a  

 

 

P.169 練習６ 

 ⑴ 1a と 2 3 4， ，a a a のうちの 2 つをとってW の基底になる。 

   ゆえに 3dim =W で基底は { }1 2 3， ，a a a  （または{ }1 2 4， ，a a a ，または{ }1 3 4， ，a a a ） 

 

 ⑵ たとえば ( )1 2 3 4

1 1 0 0
1 0 1 0

2 1 1 0
1 2 1 1

 
 − =
 
 
 

， ， ，a a a e   → … → 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

 より 

   ( )1 2 3 4rank 4=a a a e  より 

   { }1 2 3 4， ， ，a a a e は 1 次独立となり 4R の基底である。 

 

 

 

②＋① 
③＋①×(－2) 
④＋①×(－1) 

②＋①×(－2) 
③＋② 
④＋②×(－1) 

③× 1
2

 ①＋③ 
②＋③×(－1) 


