
１章 微分法Ⅰ 

３節 導関数の応用 

 

A 問題 
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とすると
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より
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とすると
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 ⑴  

 

 

   これより，増減表は次のようになる。 

 

 

 

   よって 

 

 

 

 ⑵  

 

 

 

   これより，増減表は次のようになる。 

 

 

 

   よって 

 

 

 

 ⑶ ( ) 3
1f x x
x

= − +  

   
( )

( )

4

4 4
3 31 0

0 , 0

xf x
x x

f x x x

+′ = − − = − <

∴ < <は の範囲で減少し，極値はない。
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=
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 ⑷ ( )
1

xf x
x

=
−

 

   ( )
( )

( )

1
211 1 1 22

1 2 1 1

x x x xf x
x x x

−
⋅ − − ⋅ −

−′ = =
− − −

 

   これより，増減表は次のようになる。 

 

 

 

   よって， 2x = のとき極小値 2 

 

 ⑸  

 

   これより，増減表は次のようになる。 

 

 

 

   よって 

 

 

 

 ⑹  

 

 

 

   これより，増減表は次のようになる。 

 

 

 

   よって 1 1x = のとき極大値  

 

 ⑺ ( ) 3 2 cosf x x x= −  

   ( ) 3 2 sin 0f x x′ = + >  

   よって， ( )f x はつねに増加し，極値はない。 
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 ⑻ ( ) 2 1f x x x= + −  

   

( ) ( )
1

2 2

2

2

11 1 2
2

1
1

f x x x

x x
x

−
′ = + − ⋅

− +=
−

 

    定義域は 2 1 0x − ≧  より 1, 1x x−≦ ≦  であり 

    ( ) ( )1 0x f x f x′−≦ のとき ≦ だから は減少し  

    ( ) ( )1 0x f x f x′≧ のとき ≧ だから は増加する。また，極値はない。 
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 ⑴ ( ) 3 23 1f x x x= + −  ⑵ ( ) 32 6f x x x= − +  

   ( ) ( )23 6 3 2f x x x x x′ = + = +  ( ) ( ) ( )26 6 6 1 1f x x x x′ = − + = − + −  

   増減表は次のようになる。   増減表は次のようになる。 

 

 

 

   よって， 2 , 1x = − のとき最大値 3   よって， 1x = のとき最大値 4 

       0x = のとき最小値 1−         2x = のとき最小値 4−  

 

 ⑶ ( ) 4 21 2 3
4

f x x x= − + +  

   ( ) ( ) ( )3 4 2 2f x x x x x x′ = − + = − + −  

 

 

 

   よって， 2 , 2x = − のとき最大値 7 

       3, 3x = − のとき最小値 3
4
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 ⑴ ( ) 4f x x x= − +  

   ( ) 221 xf x
x x

− +′ = − + =  

   増減表は次のようになる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

   よって， 4 4x = のとき最大値  

       0 0x = のとき最小値  

 

 ⑵ ( ) 22f x x x x= −  の定義域は  

    02 2 ≧xx −  より 20 ≦≦ x  

   

 

 

 

   増減表は次のようになる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

   よって 

 

 

 

  

02,0
4
33

2
3

のとき最小値

のとき最大値

=

=

x

x

( )

( )

2

2

2

2 22
2 2

2 3

2

xf x x x x
x x

x x

x x

−′ = − + ⋅
−

−
= −

−
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 ⑶ ( ) ( )1 xf x x e= −  

   ( ) ( )1x x xf x e x e xe′ = + − =  

   増減表は次のようになる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

   よって， 1 0x = のとき最大値  

       0 1x = −のとき最小値  

 

 

 ⑷ ( ) logf x x x=  

   ( ) ( ) 1log 1 0f x x f x x
e

′ ′= + = =とすると  

   増減表は次のようになる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   よって， 1 0x = のとき最大値  

       1 1x
e e

= −のとき最小値  
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 ⑸ ( ) ( )2log 1 logf x x x= + −  

   ( ) ( ) ( )
( )2 2

1 12 1
1 1

x xxf x
x x x x

+ −
′ = − =

+ +
 

   増減表は次のようになる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   よって， 1 10log
3 3

x = のとき最大値  

       1 log 2x = のとき最小値  

 

 ⑹   

 

 

 

   ( ) 50 ,
6 6 6

f x x π π π′ = = =  

  増減表は次のようになる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

  よって  

 

 

 

  

4
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=
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π

π

x

x
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2 2

2

cos 1 sin

sin 1 sin cos

sin sin 1 sin

2 sin sin 1 2 sin 1 sin 1

f x x x

f x x x x

x x x

x x x x

= +

′ = − + +

= − − + −

= − − + = − − +
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 ⑴ 2
1

1
y

x
=

−
，

( )22

2
1
xy

x
−′ =
−

 

   増減表は次のようになる。 

 

 

 

  x = 0 のとき極大値 －1 

   

2 2

2 21 0 1 0

2 21 0 1 0

1 1lim 0 , lim 0
1 1

1 1lim , lim
1 1

1 1lim , lim
1 1

x x

x x

x x

x x

x x

x x

→∞ →−∞

→ + → −

→− + →− −

= =
− −

= ∞ = −∞
− −

= −∞ = ∞
− −

 

  より漸近線は直線 1, 1,x x x= = − 軸  

 

 

 

 

 

 

 

 

 ⑵ 
( )
( )

( ) ( )
( )

2

2 22 2 2

1 1 2 1 1
,

1 1 1

x x x x xxy y
x x x

⋅ + − ⋅ + −
′= = = −

+ + +
 

   増減表は次のようになる。 

 

 

 

 

   

11
2

11
2

x

x

=

= − −

のとき極大値

のとき極小値

 

   2 2lim 0 , lim 0
1 1x x

x x
x x→∞ →−∞

= =
+ +

 

   より漸近線は x 軸 

 

 

 

  



63 

 ⑶ 
( )

( ) ( )
( ) ( )

2

2 4 3

1 1 2 1 1,
1 1 1

x x xx xy y
x x x

⋅ − − ⋅ − +′= = = −
− − −

 

   増減表は次のようになる。 

 

 

 

   11
4

x = − −のとき極小値  

   
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 21 1

lim 0 , lim 0
1 1

lim , lim
1 1

x x

x x

x x
x x

x x
x x

→∞ →−∞

→ +∞ → −∞

= =
− −

= ∞ = ∞
− −

 

   より漸近線は直線 1x = ，x 軸 
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 ⑴  ⑵  

 

 

   増減表は次のようになる。    増減表は次のようになる。 

 

 

 

 

   

   

( )

1 3

3 1

2 , 1

x

x

=

= −

のとき極大値

のとき極小値

変曲点

    

( ) ( )

2 14

1, 13 , 1, 3

x = −

− −

のとき極小値

極大値はない。

変曲点

 

 

  

( ) ( )
( )

3 2

2

6 9 1

3 12 9 3 1 3

6 12 6 2

y x x x

y x x x x

y x x

= − + −

′ = − + = − −

′′ = − = −

( ) ( )
( ) ( )

4 2

22

2

6 8 10

4 12 8 4 1 2

12 12 12 1 1

y x x x

y x x x x

y x x x

= − − +

′ = − − = + −

′′ = − = + −
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 ⑶  

 

 

 

 

 

 

 

   増減表は次のようになる。 

     

   

( )

( )
2

1 0

2

1 0

1lim 2 lim 0
1

1lim 2 lim 0
1

3 3lim
1

3 3lim
1

x x

x x

x

x

y x
x

y x
x

x x
x

x x
x

→∞ →∞

→−∞ →−∞

→− +

→− −

− − = − =
+

− − = =
+

+ + = ∞
+

+ + = −∞
+

 

        

   

2 1

0 3

2 , 1

x

x

y x x

= − −

=

= + −

のとき極大値

のとき極小値

変曲点はない。

漸近線は直線 直線

 

 

  

( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

2

2 2

2 2

4

3

3 3 12
1 1

211
1 1

2 2 1 2 2 1

1

2
1

x xy x
x x

x x
y

x x

x x x x x
y

x

x

+ += = + +
+ +

+
′ = − =

+ +

+ + − + ⋅ +
′′ =

+

=
+
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 ⑷  

 

 

 

   増減表は次のようになる。 

     

   ( ) ( )lim 1 , lim 1 0x x

x x
x e x e

→∞ →−∞
+ = ∞ + =  

     

   
2

3

12

13, ,

x
e

x
e

= − −

 − − 
 

のとき極小値

変曲点 漸近線は 軸

 

 

 ⑸  

 

 

   増減表は次のようになる。 

     

      

 

  

( )
( ) ( )

( ) ( )

1

1 2

2 3

x

x x x

x x x

y x e

y e x e e x

y e e x e x

= +

′ = + + = +

′′ = + + = +

sin

1 cos 0 , sin

0 2 , , 0 , , 2

y x x

y x y x

y x π π π π

= +

′ ′′= + = −

= = − −

≧

とすると
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 ⑹  

 

 

 

   増減表は次のようになる。 

     

   ( ) ( )2 2lim log 1 , lim log 1
x x

x x
→∞ →−∞

+ = ∞ + = ∞  
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   よって，
3 3272

4 2
t = =のとき最小値  

 

 

  

( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( )

3 2

2 3 3 2

2

2

2 2
2

2 4

6

5 5

6 3

2 1A ,

1 2 2 3

3 3P P , 0 , 0,
2

P 0

3 3 9 4
2 4

9 89 162
4 2

0 8 2

y t
x t

y x t y x
t t t t

t
t

f t t

f t t t
t t

t
f t t

t t

f t t

 ′ = −  
 

− = − − = − +

      
   

= >

     = + = +     
     

− ′ = − = 
 

′ = = =

より，点 における接線の方程式は

すなわち

よって， ， の座標は

ここで， とすると

を解くと より

Q Q

Q

2 2

0 2

t

t t

=

> =から

増減表は次のようになる。

( )
( )

( )
( ) ( )
( )

2

2

2 22 2 2

log 1

2 1 2 2 2 1 12 ,
1 1 1

y x

x x x x xxy y
x x x

= +

+ − ⋅ + −
′ ′′= = = −

+ + +
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 ⑴  

 

 

   増減表は次のようになる。 

     

 

 

 

    

 

   よって， 3 2 28 4 4x x x+ + +≧  

 

 ⑵  

 

 

   増減表は次のようになる。 

 

 

 

    

 

 

 

 

  

( )

( ) ( )

3 2 2

3

2

8 4 4

3 4

3 6 3 2

f x x x x

x x

f x x x x x

= + + − −

= − +

′ = − = −

とおくと

( ) ( )
( )

0 2

0

x f x f

f x

> のとき ≧ だから

≧ である。

( ) ( )

( )

1 2 log 1

2 11
1 1

f x x x

xf x
x x

= + − +

−′ = − =
+ +

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1 2 2 log 2 2 1 log 2 0 0 log 2 1

0 1 0

1 2 log 1

f

x f x f f x

x x

= − = − > < <

> >

+ > +

より

のとき ≧ だから である。

よって，
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 ⑴  

 

 

   増減表は次のようになる。 

 

 

 

   グラフは右図のようになる。 

   右のグラフから，異なる実数解の個数は 

   

1, 3 1

1, 3 2

1 3 3

k k

k k

k

< − <

= − =

− < <

のとき 個

のとき 個

のとき 個

 

 

 ⑵  

  

( ) ( )

2

2

12 log 3 ,
2

12 log 3
2

2 12 3

x x x k

y x x x y k

x x
y x

x x

− − + =

= − − + =

− −
′ = − − + = −

として

と のグラフで考える。 

  増減表は次のようになる。 

 

∞−=





 +−−

∞=





 +−−

∞→

+→

xxx

xxx

x

x

3
2
1log2lim

3
2
1log2lim

2

2

0
 

  以上より，グラフは右図のようになる。 

  右のグラフから，異なる実数解の個数は  

   

 

 

 

 

  

5 , 4 2 log 2 1
2
5 , 4 2 log 2 2
2

5 4 2 log 2 3
2

k k

k

k

< − <

= −

< < −

のとき 個

のとき 個

のとき 個

( ) ( )

3

3

2

3 1

3 1

3 3 3 1 1

x x k

y x x y k

y x x x

− + =

′ = − + =

′ = − = + −

として

と のグラフで考える。
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 ⑴ ( ) ( )2 3 , 2 3f x x x f x x′= − = −  だから 

   
( ) ( ) ( )

3 1
, 1 3

3 1
f f

f c c
−

′= < <
−

 より 

   
( )0 2

2 3 2 1 3
2

c c c
− −

= − ∴ = < <（ を満たす） 

 ⑵ ( ) ( ) 1,
2

f x x f x
x

′= =  だから 

   
( ) ( ) ( )

4 1
, 1 4

4 1
f f

f c c
−

′= < <
−

 より 

   2 1 1 9, 2 3 1 4
3 42

c c c
c

− = = ∴ = < <（ を満たす） 

 ⑶ ( ) ( ),x xf x e f x e′= =  だから 

   
( ) ( ) ( )
1 0

, 0 1
1 0

f f
f c c

−
′= < <

−
 より 

   ( )1 log 1ce e c e− = ∴ = −  

 ⑷ ( ) ( )sin , cosf x x f x x′= =  だから 

   
( ) ( ) ( )

0
, 0

0
f f

f c c
π

π
π
−

′= < <
−

 より 

   0 0 cos 0
2

c c cπ π
π
− = ∴ = < <（ を満たす） 

 

69 ( ) cosf x x=  は 0x > で微分可能で ( ) sinf x x′ = − 区間［α，β］ 

  において，平均値の定理から 

    cos cos sin ,c cβ α α β
β α
− = − < <
−

 となる c が存在する。 

    cos cos sin 0 sin 1
2

c c cα β π
β α
− = < < <
−

とすると より  

  よって，
cos cos 1 cos cosα β α β β α

β α
− < = < −
−

より が成り立つ。 
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 ⑴  ⑵  

 

 

 

 

 

 ⑶  ⑷  
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 ⑴  

 

 

 

 

 ⑵  

 

 

 

 

 

  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

6.805.023205.2

05.02205.02

3

233

23

=××+

×′++

=′=

≒

より≒

とおくと

fff

xxfxxf ( ) ( )

( ) ( ) ( )

494.0
160

1
2
13.0

883
1

8
1

3.8
1

3.0883.08

3
11

333

33

≒≒

より≒

とおくと

−=×
⋅

−

×′++

−=′=

fff

xx
xf

x
xf

( ) ( )

849.0
90
1416.3

2
1

2
3

903
cos

3
sin58sin

9033903

903
26058

cossin

≒

≒

より≒

だから

とおくと

×−=







−×+°







−×






′+














 −

−=°−°=°

=′=

πππ

πππππ

ππ

fff

xxfxxf ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 953.22818.0
32

136

2818.0992818.09

2818.097182.87182.266

2
1

≒≒

より≒

とおくと

−×
⋅

++

−×′+−

−==+=+

=′=

e

fff

e

x
xfxxf

66

963

93

2

2

2

23

−==

−−==

−−=

t
dt

xd

tt
dt
dxvv

tttx

αα は加速度

は速度

より

( )( ) ( )

3P

030

03

03

0313

=

<<<

><

==

>−+=

tt

vt

vt

vt

tttv

の値はが運動の向きを変えるよって，

のとき

のとき

のとき

より



B 問題 
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 ⑴ 1log ,y x y
x

′= =  ⑵ 接点を ( ), logt t とおくと 

   接点の x 座標は 1 1e x
x e
= ∴ =   

   接点は 1 , 1
e

 − 
 

だから 

   ( ) 11 2y e x y ex
e

 − − = − = − 
 

より  
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2
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であるから

求める接線の方程式はこのとき

①より

よって

より

すなわちより①，②

②かつ①

であるからかつ

とすると座標をの点

とすると
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− = ∴ =

=

接線の方程式は

原点 を通るから

よって
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  上の増減表より， 0=x で極大値 3 をとり，条件をみたす。 

  よって 3,6 =−= ba  
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  上の増減表より， 2=x で極大値 1 をとり，条件をみたす。 

  よって 3,3 −== ba  

  また，極小値は ( )のとき03 =− x  
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  xexy =  

 

 

 

 

 

  増減表をつくると 

 

 

 

    

 

 

  よって 0=x  のとき最小値 0，最大値なし 
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   これより， π20 ≦≦ x  の範囲で増減表は下記のようになる。 
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    ( ) ( )0 0
3

x f x f xπ ′< < >のとき だから  

    は増加関数である。 

    ( ) ( )0 0 0 0
2

f x f xπ= < < >より のとき である。 

    よって， sin cos 2x x x+ >  
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ax
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efxf

20,

22

>>

=

が成り立つ条件は①についてよって

の最大値はこれから，

( ) ( )

における増減表は
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   増減表は次のようになる。 

 

 

 

     

 

   以上のことより，グラフは右図のようになる。 

 

 ⑵  

 

 

   のグラフの共有点の個数を調べる。(1) のグラフを利用して 
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  （別解）  

 

 

 

 ⑵  

 

   ここで 
2

0 πθ <<  より増減表をつくると 

 

 

 

   よって， 2

4
33

3
a最大値のとき

πθ =  
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  よって，このときの水面の上昇する速度は，③より 

 

 

  また，①の両辺を t で微分すると 
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したがって，水の量が になったときの水面の広がる速度は

秒


