
　

の必要条件 lim
n

na
→∞

= 0を利用して解いたものである。

----------------------------------------------------------------------------------------
（例２）次の無限級数の和を求めよ。

1 1
3

1
2

1
3

1
2

1
32 2 3− + − + − +LL

----------------------------------------------------------------------------------------
＜解＞この無限級数の第 n項を an，第 n部分和を Sn

とすると，明らかに， lim
n

na
→∞

= 0

それで，

よって， lim
n

n
→∞

= − =S2 2 1
2

3
2

また， lim lim lim
n

n
n

n n
n

na
→∞

+
→∞

+
→∞

= +( ) = =S S S2 1 2 2 1 2
3
2

ゆえに，求める無限級数の和は 3
2である。

以上のことを一般化すれば，無限級数 an

n=

∞

∑
1

につい

て，次のことが成り立つ。

① lim
n

na
→∞

≠ 0のとき，無限級数 an

n=

∞

∑
1
は発散する。

② lim
n

na
→∞

= 0のとき， lim
n

kn
→∞

=S αならば，

----------------------------------------------------------------------------------------

（例３）無限級数 1
2 3

1
( )

=

∞

∑
n

n

nsin π の和を求めよ。
----------------------------------------------------------------------------------------

＜解＞この数列の第 n項を an，第 n部分和を Snとす

ると， −1
3

1          sin nπ より

lim lim sin
n

n
n

n

a n
→∞ →∞

= ( ) =1
2 3

0π

それで，

より，

lim
n

n
→∞

= ×
− ( )

+ ×
( )
− ( )

− ×
( )
− ( )

− ×
( )
− ( )

=
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1
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2

3
2

1
2

1 1
2

3
2

1
2

1 1
2

3
3

よって，求める無限級数の和は 3
3
である。

　このように，無限級数 an

n=

∞

∑
1
の和を考える際は，ま

ず lim
n

na
→∞

= 0を調べ，それをもとに第 n部分和の極限

を求めるよう指導してはどうだろうか。無限級数の

和について， lim
n

na
→∞

を調べることの必要性がより理解

されよう。　

an
n

n

n

n
kn

n
kn

n
kn kn k

=

= = = = =

=

→∞
=

∞

→∞ →∞
+

→∞
+ + −( )

∑ lim

lim lim lim

S

        S S S S

        

1

1 2 1LL
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3
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1
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1
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1
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n n

n n

= + ( ) + + ( ){ } + ( ) + ( ) + + ( ){ }
− ( ) + ( ) + + ( ){ }− ( ) + ( ) + + ( ){ }

− −

− −

L L

L L

　無限級数 an

n=

∞

∑
1
の和は，第 n部分和 Sn k

k

n

a=
=
∑

1

の極

限値で与えられる。

　すなわち， n →∞のとき， Sn →αならば

an
n

n

n= =
→∞

=

∞

∑ lim  S
1

α

である。

　ここで， n →∞のとき， Sn →αならば
lim lim
n

n
n

n na
→∞ →∞

−= −( ) = − =S S 1 0α α

よって， lim
n

na
→∞

= 0は，無限級数 an

n=

∞

∑
1
の和が存在す

るための必要条件である。

　この条件については，多くの教科書で扱っている

が，無限級数 an

n=

∞

∑
1
の和が存在するかどうか，すなわ

ち，第 n部分和 Snの数列 Sn{ }が収束するかどうかの
判定にのみ用いている。

　実は，この条件 lim
n

na
→∞

= 0を用いれば，無限級数
an

n=

∞

∑
1
の和を簡単に求めることができるのである。

　次の例を考えてみよう。
----------------------------------------------------------------------------------------
（例１）次の無限級数の和を求めよ。

1 1
2

1
2

1
3

1 1
1

− + − + + −
+

+LL LL
n n

----------------------------------------------------------------------------------------
＜解＞第 n部分和を Snとすると，

S

S S

2

2 1 2

1 1
2

1
2

1
3

1 1
1

1 1
1
1

1
1

n

n n

n n

n

n

= − + − + + −
+

= −
+

= +
+

=+

L

よって， lim lim
n

n
n

n
→∞ →∞

+= =S S2 2 1 1

ゆえに， lim
n

n
→∞

=S 1よりこの無限級数の和は１である。

＜別解＞この級数の第 n項を anとすると，

明らかに， lim
n

na
→∞

= 0

それで，第 n部分和を Snとすると

S2 1 1 1
2

1
2

1
3

1
3

1
1

1
1

1n n n+ = + − +( ) + − +( ) + + −
+

+
+( ) =L

また S S2 2 1 2 1n n na= −+ +

よって， lim lim lim
n

n
n

n n
n

na
→∞ →∞

+ +
→∞

+= −( ) = =S S S2 2 1 2 1 2 1 1

ゆえに， lim
n

n
→∞

=S 1より無限級数の和は１である。

　（例１）の＜別解＞は，数列 Sn{ }が収束するため
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級数の和と数列の極限
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n
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