
新版線形代数 演習 改訂版 解答  
２章 行列と連立１次方程式 
２節 連立 1 次方程式と行列  88 
⑴ ൮ 1 2 −21 −1 32 3 2 ተ 7−46 ൲ → ൮ 1 2 −20 −3 50 −1 6 ተ 7−11−8 ൲ → ൮ 1 2 −20 1 −60 3 −5 ተ 7811 ൲ → ൮ 1 2 −20 1 −60 0 13 ተ 78−13 ൲

→ ൮ 1 2 −20 1 −60 0 1 ተ 78−1 ൲ → ൮ 1 2 00 1 00 0 1 ተ 52−1 ൲ → ൮ 1 0 00 1 00 0 1 ተ 12−1 ൲    ∴    ൞ 𝑥 = 1𝑦 = 2𝑧 = −1 
 
⑵ ൮ 2 3 −13 −2 −11 4 3 ተ −2−812 ൲ → ൮ 1 4 33 −2 −12 3 −1 ተ 12−8−2 ൲ → ൮ 1 4 30 −14 −100 −5 −7 ተ 12−44−26 ൲ → ൮ 1 4 30 7 50 5 7 ተ 122226 ൲

→ ൮ 1 4 30 2 −20 5 7 ተ 12−426 ൲ → ൮ 1 4 30 1 −10 5 7 ተ 12−226 ൲ → ൮ 1 4 30 1 −10 0 12 ተ 12−236 ൲ → ൮ 1 4 30 1 −10 0 1 ተ 12−23 ൲
→ ൮ 1 4 00 1 00 0 1 ተ 313 ൲  → ൮ 1 0 00 1 00 0 1 ተ −113 ൲   ∴    ൞ 𝑥 = −1𝑦 = 1𝑧 = 3  

 89  
⑴ ቆ 2 94 −3 ቤ 116 ቇ → ቆ 2 90 −21 ቤ 114 ቇ → ቆ 2 90 3 ቤ 1−2 ቇ → ቆ 2 00 3 ቤ 7−2 ቇ → ቌ 1 00 1 ቮ 72− 23 ቍ    ∴    ൞ 𝑥 = 72𝑦 = − 23 
⑵ ⎝⎜

⎛ 1 1 −1 2−1 1 3 12 −1 2 31 2 2 3 ተተ 0123 ⎠⎟
⎞ → ⎝⎜

⎛ 1 1 −1 20 2 2 30 −3 4 −10 1 3 1 ተተ 0123 ⎠⎟
⎞ → ⎝⎜

⎛ 1 0 −4 10 0 −4 10 0 13 20 1 3 1 ተተ −3−5113 ⎠⎟
⎞

→ ⎝⎜
⎛ 1 0 −4 10 1 3 10 0 13 20 0 −4 1 ተተ −3311−5 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 1 0 −4 10 1 3 10 0 1 50 0 4 −1 ተተ −33−45 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 1 0 0 210 1 0 −140 0 1 50 0 0 −21 ተተ −1915−421 ⎠⎟

⎞

→ ⎝⎜
⎛ 1 0 0 210 1 0 −140 0 1 50 0 0 −1 ተተ −1915−41 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 ተተ 211−1 ⎠⎟

⎞    ∴    ⎩⎪⎨
⎪⎧ 𝑥 = 2𝑦 = 1𝑧 = 1𝑤 = −1 

  



90 
⑴ ൮ 1 3 −43 −2 −12 −5 3 ተ −325 ൲ → ൮ 1 3 −40 −11 110 −11 11 ተ −31111 ൲ → ൮ 1 3 −40 1 −10 0 0 ተ −3−10 ൲ → ൮ 1 0 −10 1 −10 0 0 ተ 0−10 ൲ 

よって    ቊ 𝑥 − 𝑧 = 0𝑦 − 𝑧 = 1       ∴    ൞ 𝑥 = 𝑡𝑦 = 𝑡 − 1𝑧 = 𝑡           （ 𝑡は任意の実数 ） 
 
⑵ ൮ 1 1 −33 −1 −15 −3 1 ተ 135 ൲ → ൮ 1 1 −30 −4 80 −8 16 ተ 100 ൲ → ൮ 1 1 −30 1 −20 0 0 ተ 100 ൲ → ൮ 1 0 −10 1 −20 0 0 ተ 100 ൲ 

よって    ቊ 𝑥 − 𝑧 = 1𝑦 − 2𝑧 = 0       ∴    ൞ 𝑥 = 𝑡 + 1𝑦 = 2𝑡𝑧 = 𝑡           （ 𝑡は任意の実数 ） 
 
⑶ ൮ 2 −5 31 3 −43 −2 −1 ተ 121 ൲ → ൮ 0 −11 111 3 −40 −11 11 ተ −12−5 ൲ → ൮ 0 −11 111 3 −40 0 0 ተ −12−4 ൲ 

    ３行目は 0𝑥 + 0𝑦 + 0𝑧 = −4 だが，これをみたす 𝑥，𝑦，𝑧 の組は存在しない。 
    よって不能である。（解なし，である。）  
⑷ ൮ 5 −3 13 −1 −11 1 −3 ተ 561 ൲ → ൮ 0 −8 160 −4 81 1 −3 ተ 031 ൲ → ൮ 0 0 00 −4 81 1 −3 ተ −631 ൲ 

    １行目より不能である。（解なし，である。）    



91  
⑴ ቆ 5 38 5 ቤ 1 00 1 ቇ → ቆ 5 33 2 ቤ 1 0−1 1 ቇ → ቆ 2 13 2 ቤ 2 −1−1 1 ቇ → ቆ 2 11 1 ቤ 2 −1−3 2 ቇ

→ ቆ 0 −11 1 ቤ 8 −5−3 2 ቇ → ቆ 1 10 −1 ቤ −3 28 −5 ቇ → ቆ 1 00 1 ቤ 5 −3−8 5 ቇ    
よって，逆行列は ቆ 5 −3−8 5 ቇ   

⑵ ቆ 4 37 5 ቤ 1 00 1 ቇ → ቆ 4 33 2 ቤ 1 0−1 1 ቇ → ቆ 1 13 2 ቤ 2 −1−1 1 ቇ → ቆ 1 10 −1 ቤ 2 −1−7 4 ቇ → ቆ 1 00 1 ቤ −5 37 −4 ቇ 
よって，逆行列は ቆ −5 37 −4 ቇ  

⑶ ቆ 2 34 5 ቤ 1 00 1 ቇ → ቆ 2 30 −1 ቤ 1 0−2 1 ቇ → ቆ 2 00 1 ቤ −5 32 −1 ቇ → ቆ 1 00 1 ቤ − ହଶ ଷଶ2 −1 ቇ  
よって，逆行列は ቆ − ହଶ ଷଶ2 −1 ቇ   

⑷ ቆ 3 −21 1 ቤ 1 00 1 ቇ → ቆ 0 −51 1 ቤ 1 −30 1 ቇ → ቆ 0 11 1 ቤ − ଵହ ଷହ0 1 ቇ → ቌ 0 11 0 ቮ − ଵହ ଷହଵହ ଶହ ቍ → ቌ 1 00 1 ቮ ଵହ ଶହ− ଵହ ଷହ ቍ  
よって，逆行列は ቌ ଵହ ଶହ− ଵହ ଷହ ቍ  

 
⑸ ቆ 2 34 7 ቤ 1 00 1 ቇ → ቆ 2 30 1 ቤ 1 0−2 1 ቇ → ቆ 2 00 1 ቤ 7 −3−2 1 ቇ → ቆ 1 00 1 ቤ ଻ଶ − ଷଶ−2 1 ቇ  

よって，逆行列は ቆ ଻ଶ − ଷଶ−2 1 ቇ     



92 
 ⑴ ൮ 1 3 00 3 10 2 1 ተ 1 0 00 1 00 0 1 ൲ → ൮ 1 3 00 1 00 2 1 ተ 1 0 00 1 −10 0 1 ൲ → ൮ 1 0 00 1 00 0 1 ተ 1 −3 30 1 −10 −2 3 ൲  

よって，逆行列は ൮ 1 −3 30 1 −10 −2 3 ൲  
 
⑵ ൮ 1 2 22 3 50 2 −1 ተ 1 0 00 1 00 0 1 ൲ → ൮ 1 2 20 −1 10 2 −1 ተ 1 0 0−2 1 00 0 1 ൲ → ൮ 1 0 40 1 −10 0 1 ተ −3 2 02 −1 0−4 2 1 ൲

→ ൮ 1 0 00 1 00 0 1 ተ 13 −6 −4−2 1 1−4 2 1 ൲ 
よって，逆行列は ൮ 13 −6 −4−2 1 1−4 2 1 ൲  

 
⑶ ൮ 2 5 −102 3 −11 1 2 ተ 1 0 00 1 00 0 1 ൲ → ൮ 1 1 22 3 −12 5 −10 ተ 0 0 10 1 01 0 0 ൲ → ൮ 1 1 20 1 −50 3 −14 ተ 0 0 10 1 −21 0 −2 ൲

→ ൮ 1 1 20 1 −50 0 1 ተ 0 0 10 1 −21 −3 4 ൲ → ൮ 1 1 00 1 00 0 1 ተ −2 6 −75 −14 181 −3 4 ൲
→ ൮ 1 0 00 1 00 0 1 ተ −7 20 −255 −14 181 −3 4 ൲ 

よって，逆行列は ൮ −7 20 −255 −14 181 −3 4 ൲  
   



93 
⑴ ൮ 1 1 1 20 1 1 31 0 2 −21 1 2 1 ተ 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 ൲ → ൮ 1 0 0 −10 1 1 31 0 2 −20 0 1 −1 ተ 1 −1 0 00 1 0 00 0 1 0−1 0 0 1 ൲

→ ൮ 1 0 0 −10 1 1 30 0 2 −10 0 1 −1 ተ 1 −1 0 00 1 0 0−1 1 1 0−1 0 0 1 ൲ → ൮ 1 0 0 −10 1 1 30 0 1 −10 0 2 −1 ተ 1 −1 0 00 1 0 0−1 0 0 1−1 1 1 0 ൲
→ ൮ 1 0 0 −10 1 1 30 0 1 −10 0 0 1 ተ 1 −1 0 00 1 0 0−1 0 0 11 1 1 −2 ൲ → ൮ 1 0 0 00 1 1 00 0 1 00 0 0 1 ተ 2 0 1 −2−3 −2 −3 60 1 1 −11 1 1 −2 ൲
→ ൮ 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 ተ 2 0 1 −2−3 −3 −4 70 1 1 −11 1 1 −2 ൲ 

よって，逆行列は ൮ 2 0 1 −2−3 −3 −4 70 1 1 −11 1 1 −2 ൲ 
 
⑵ ൮ 1 1 1 10 1 2 11 2 1 −10 2 3 0 ተ 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 ൲ → ൮ 1 0 −1 00 1 2 10 1 0 −20 0 −1 −2 ተ 1 −1 0 00 1 0 0−1 0 1 00 −2 0 1 ൲

→ ൮ 1 0 −1 00 0 2 30 1 0 −20 0 1 2 ተ 1 −1 0 01 1 −1 0−1 0 1 00 2 0 −1 ൲ → ൮ 1 0 −1 00 0 0 −10 1 0 −20 0 1 2 ተ 1 −1 0 01 −3 −1 2−1 0 1 00 2 0 −1 ൲
→ ൮ 1 0 −1 00 1 0 −20 0 1 20 0 0 1 ተ 1 −1 0 0−1 0 1 00 2 0 −1−1 3 1 −2 ൲ → ൮ 1 0 −1 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 ተ 1 −1 0 0−3 6 3 −42 −4 −2 3−1 3 1 −2 ൲
→ ൮ 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 ተ 3 −5 −2 3−3 6 3 −42 −4 −2 3−1 3 1 −2 ൲ 

よって，逆行列は ൮ 3 −5 −2 3−3 6 3 −42 −4 −2 3−1 3 1 −2 ൲ 
  



94 
⑴ ቆ 2 43 6 ቇ → ቆ 1 21 2 ቇ → ቆ 1 20 0 ቇ → ቆ 1 00 0 ቇ よって，階級 1  
⑵ ൮ 1 2 32 4 53 1 3 ൲ → ൮ 1 2 30 0 −10 −5 −6 ൲ → ൮ 1 2 30 5 60 0 1 ൲ → ൮ 1 2 00 5 00 0 1 ൲ → ൮ 1 0 00 1 00 0 1 ൲ よって，階級 3 

 
⑶ ൮ 3 4 5 72 3 4 53 3 3 6 ൲ → ൮ 0 1 2 12 3 4 51 1 1 2 ൲ → ൮ 0 1 2 10 1 2 11 1 1 2 ൲ → ൮ 0 1 2 10 1 2 11 0 0 0 ൲

→ ൮ 0 1 2 10 0 0 01 0 0 0 ൲ → ൮ 0 1 0 00 0 0 01 0 0 0 ൲ → ൮ 1 0 0 00 1 0 00 0 0 00 0 0 0 ൲     よって，階級 2 
 
⑷ ൮ 5 4 2 31 2 4 34 5 7 6 ൲ → ൮ 4 2 −2 01 2 4 32 1 −1 0 ൲ → ൮ 0 0 0 01 2 4 12 1 −1 0 ൲

→ ൮ 0 0 0 00 0 0 12 1 −1 0 ൲ → ൮ 0 0 0 00 0 0 10 1 0 0 ൲ → ൮ 1 0 0 00 1 0 00 0 0 0 ൲     よって，階級 2 
 
⑸ ൮ 3 5 6 12 4 2 −11 3 −2 −3 ൲ → ൮ 3 5 6 15 9 8 010 18 16 0 ൲ → ൮ 0 0 0 15 9 8 00 0 0 0 ൲

→ ൮ 0 0 0 11 0 0 00 0 0 0 ൲ → ൮ 1 0 0 00 1 0 00 0 0 0 ൲     よって，階級 2 
   



95 
⑴ ൮ 1 1 32 3 83 4 11 ተ 258 ൲ → ൮ 1 1 30 1 20 1 2 ተ 212 ൲ → ൮ 1 1 30 1 20 0 0 ተ 211 ൲ → ൮ 1 0 10 1 20 0 0 ተ 111 ൲ 

 ∴     rank𝐴 = 2，rank𝐴′ = 3 より，解をもたない  
⑵ ൮ 1 3 22 7 63 10 8 ተ 3710 ൲ → ൮ 1 3 20 1 20 1 2 ተ 311 ൲ → ൮ 1 3 20 1 20 0 0 ተ 310 ൲ → ൮ 1 0 −40 1 20 0 0 ተ 010 ൲ 

 ∴     rank𝐴 = 2，rank𝐴′ = 2 より，解をもつ  
⑶ ൮ 5 4 21 2 44 5 7 ተ 336 ൲ → ൮ 0 −6 −181 2 40 −3 −9 ተ −123−6 ൲ → ൮ 0 0 01 2 40 1 3 ተ 032 ൲ → ൮ 0 0 01 0 −20 1 3 ተ 0−12 ൲ 

 ∴     rank𝐴 = 2，rank𝐴′ = 2 より，解をもつ  
⑷ ൮ 3 5 62 4 21 3 −2 ተ 1−1−3 ൲ → ൮ 0 −4 120 −2 61 3 −2 ተ 105−3 ൲ → ൮ 0 0 00 −2 61 3 −2 ተ 05−3 ൲

→ ൮ 0 0 00 −2 63 9 −6 ተ 05−9 ൲ → ൮ 0 0 00 −2 63 7 0 ተ 05−4 ൲ 
 ∴    rank𝐴 = 2，rank𝐴′ = 2 より，解をもつ  96  

⑴ ൮ 2 1 13 2 23 −1 4 ተ 327 ൲ → ൮ 2 1 11 1 11 −2 3 ተ 3−14 ൲ → ൮ 0 −1 −11 1 10 −3 2 ተ 5−15 ൲ → ൮ 1 1 10 1 10 3 −2 ተ −1−5−5 ൲ 
→ ൮ 1 1 10 1 10 0 −5 ተ −1−510 ൲ → ൮ 1 1 10 1 10 0 1 ተ −1−5−2 ൲ → ൮ 1 1 00 1 00 0 1 ተ 1−3−2 ൲ 
→ ൮ 1 0 00 1 00 0 1 ተ 4−3−2 ൲    ∴    ൞ 𝑥 = 4𝑦 = −3𝑧 = −2 

  



96 つづき 
⑵ ൮ −1 2 32 −3 65 −2 7 ተ 314 ൲ → ൮ 1 −2 −30 1 120 8 22 ተ −3719 ൲ → ൮ 1 −2 −30 1 120 0 −74 ተ −37−37 ൲ → ൮ 1 −2 −30 1 120 0 1 ተተ −37ଵଶ ൲  

→  ൮ 1 −2 00 1 00 0 1 ተ − ଷଶ1ଵଶ ൲ → ൮ 1 0 00 1 00 0 1 ተ ଵଶ1ଵଶ ൲    ∴    ⎩⎪⎨
⎪⎧ 𝑥 = ଵଶ𝑦 = 1𝑧 = ଵଶ

  
 97 
⑴ ⎝⎜

⎛ 1 1 2 31 2 3 −12 −2 1 −23 −2 4 3 ተተ 07−3−6 ⎠⎟
⎞ → ⎝⎜

⎛ 1 1 2 30 1 1 −40 −4 −3 −80 −5 −2 −6 ተተ 07−3−6 ⎠⎟
⎞ → ⎝⎜

⎛ 1 0 1 70 1 1 −40 0 1 −240 0 3 −26 ተተ −772529 ⎠⎟
⎞   

→ ⎝⎜
⎛ 1 0 0 310 1 0 200 0 1 −240 0 0 46 ተተ −32−1825−46 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 1 0 0 310 1 0 200 0 1 −240 0 0 1 ተተ −32−1825−1 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 ተተ −121−1 ⎠⎟

⎞   ∴    ⎩⎪⎨
⎪⎧ 𝑥 = −1𝑦 = 2𝑧 = 1𝑤 = −1 

 
⑵ ⎝⎜

⎛ 2 0 2 33 2 0 −23 −1 4 04 5 −2 −3 ተተ 8325 ⎠⎟
⎞ → ⎝⎜

⎛ −1 −2 2 53 2 0 −20 −3 4 21 3 −2 −1 ተተ 53−12 ⎠⎟
⎞ → ⎝⎜

⎛ 1 2 −2 −50 −4 6 130 3 −4 −20 1 0 4 ተተ −51817 ⎠⎟
⎞

→ ⎝⎜
⎛ 1 0 −2 −130 −1 2 110 3 −4 −20 1 0 4 ተተ −191917 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 1 0 −2 −130 1 −2 −110 0 2 310 0 2 15 ተተ −19−195826 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 1 0 0 180 1 0 200 0 2 310 0 0 −16 ተተ 393958−32 ⎠⎟

⎞

→ ⎝⎜
⎛ 1 0 0 180 1 0 200 0 2 310 0 0 1 ተተ 3939582 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 1 0 0 00 1 0 00 0 2 00 0 0 1 ተተ 3−1−42 ⎠⎟

⎞  → ⎝⎜
⎛ 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 ተተ 3−1−22 ⎠⎟

⎞   ∴    ⎩⎪⎨
⎪⎧ 𝑥 = 3𝑦 = −1𝑧 = −2𝑤 = 2  

   



98 
⑴ ൮ 3 1 −42 1 −31 0 −1 ተ 541 ൲ → ൮ 0 1 −10 1 −11 0 −1 ተ 221 ൲ → ൮ 1 0 −10 1 −10 0 0 ተ 120 ൲    

∴    ൞ 𝑥 = 𝑡 + 1𝑦 = 𝑡 + 2   （ 𝑡 は任意の実数） 𝑧 = 𝑡  
 
⑵ ൮ 1 2 −31 3 −51 4 −7 ተ 345 ൲ → ൮ 1 2 −30 1 −20 2 −4 ተ 312 ൲ → ൮ 1 2 −30 1 −20 0 0 ተ 310 ൲ → ൮ 1 0 10 1 −20 0 0 ተ 110 ൲ 

∴    ൞ 𝑥 = 1 − 𝑡𝑦 = 1 + 2𝑡𝑧 = 𝑡     （ 𝑡 は任意の実数） 
 99  
⑴ ⎝⎜

⎛ 1 0 −2 12 1 −3 −12 −1 −5 53 2 −4 −3 ተተ 1407 ⎠⎟
⎞ → ⎝⎜

⎛ 1 0 −2 10 1 1 −30 −1 −1 30 2 2 −6 ተተ 12−24 ⎠⎟
⎞ → ⎝⎜

⎛ 1 0 −2 10 1 1 −30 0 0 00 0 0 0 ተተ 1200 ⎠⎟
⎞  

 ∴    ⎩⎪⎨
⎪⎧ 𝑥 = 2𝑡 − 𝑠 + 1𝑦 = −𝑡 + 3𝑠 + 2𝑧 = 𝑡𝑤 = 𝑠       （ 𝑡，𝑠 は任意の実数） 

 
⑵ ⎝⎜

⎛ 1 −1 0 21 1 −1 52 4 −3 13−3 11 −4 6  ተተ 1251 ⎠⎟
⎞ → ⎝⎜

⎛ 1 −1 0 20 2 −1 30 6 −3 91 8 −4 12 ተተ 1134 ⎠⎟
⎞ → ⎝⎜

⎛ 1 −1 0 20 2 −1 30 0 0 00 0 0 0 ተተ 1100 ⎠⎟
⎞ 

  ∴    ⎩⎪⎨
⎪⎧ 𝑥 = 𝑡 − 2𝑠 + 1𝑦 = 𝑡𝑧 = 2𝑡 + 3𝑠 − 1𝑤 = 𝑠       （ 𝑡，𝑠 は任意の実数） 

    



100 
⑴ ൮ 1 1 −11 1 00 1 1 ተ 1 0 00 1 00 0 1 ൲ → ൮ 1 1 −10 0 10 1 1 ተ 1 0 0−1 1 00 0 1 ൲ → ൮ 1 1 00 0 10 1 0 ተ 0 1 0−1 1 01 −1 1 ൲

→ ൮ 1 0 00 0 10 1 0 ተ −1 2 −1−1 1 01 −1 1 ൲ → ൮ 1 0 00 1 00 0 1 ተ −1 −2 −11 −1 1−1 1 0 ൲ 
よって，逆行列は ൮ −1 2 −11 −1 1−1 1 0 ൲ 

 
⑵ ൮ 1 1 12 3 10 2 −1 ተ 1 0 00 1 00 0 1 ൲ → ൮ 1 1 10 1 −10 2 −1 ተ 1 0 0−2 1 00 0 1 ൲ → ൮ 1 0 20 1 −10 0 1 ተ 3 −1 0−2 1 04 −2 1 ൲

→ ൮ 1 0 00 1 00 0 1 ተ −5 3 −22 −1 14 −2 1 ൲     よって，逆行列は ൮ −5 3 −22 −1 14 −2 1 ൲ 
 
⑶ ൮ 1 1 01 0 10 1 1 ተ 1 0 00 1 00 0 1 ൲ → ൮ 1 1 00 −1 10 1 1 ተ 1 0 0−1 1 00 0 1 ൲ → ൮ 1 1 00 −1 10 0 2 ተ 1 0 0−1 1 0−1 1 1 ൲ 

→ ൮ 1 1 00 −1 00 0 1 ተ 1 0 0ିଵଶ ଵଶ ିଵଶିଵଶ ଵଶ ଵଶ ൲ + ⎝⎜
⎛ 1 0 00 1 00 0 1 ተተ ଵଶ ଵଶ ିଵଶଵଶ ିଵଶ ଵଶିଵଶ ଵଶ ଵଶ

 ⎠⎟
⎞  

よって，逆行列は 
12 ൮ 1 1 −11 −1 1−1 1 1 ൲ 

    



100 つづき 
⑷ ൮ 1 −2 22 1 −3−4 3 1 ተ 1 0 00 1 00 0 1 ൲ → ൮ 1 −2 20 5 −70 −5 9 ተ 1 0 0−2 1 04 0 1 ൲ → ൮ 1 −2 20 5 −70 0 2 ተ 1 0 0−2 1 02 1 1 ൲ 

→ ൮ 1 −2 00 5 −70 0 1 ተተ −1 −1 −1−2 1 01 ଵଶ ଵଶ
 ൲ → ൮ 1 −2 00 5 00 0 1 ተ −1 −1 −15 ଽଶ ଻ଶ1 ଵଶ ଵଶ  ൲  

→ ൮ 1 −2 00 1 00 0 1 ተ −1 −1 −11 ଽଵ଴ ଻ଵ଴1 ଵଶ ଵଶ  ൲ → ⎝⎜
⎛ 1 0 00 1 00 0 1 ተተ 1 ଻ହ ଶହ1 ଽଵ଴ ଻ଵ଴1 ଵଶ ଵଶ

 ⎠⎟
⎞  

よって，逆行列は ⎝⎜
⎛ 1 ଻ହ ଶହ1 ଽଵ଴ ଻ଵ଴1 ଵଶ ଵଶ

 ⎠⎟
⎞  

 101 
⑴ ൮ 1 1 3 42 1 6 63 1 8 7 ൲ → ൮ 1 1 3 40 −1 0 −20 −2 −1 −5 ൲ → ൮ 1 0 0 00 1 0 20 0 −1 −1 ൲ → ൮ 1 0 0 00 1 0 00 0 1 0 ൲ 
   よって，階級 3  
⑵ ൮ 3 3 1 25 6 4 32 3 3 1 ൲ → ൮ 1 0 −2 11 0 −2 12 3 3 1 ൲ → ൮ 1 0 −2 10 0 0 00 3 7 −1 ൲ → ൮ 1 0 0 00 0 0 00 3 0 0 ൲ → ൮ 1 0 0 00 1 0 00 0 0 0 ൲ 

    よって，階級 2  102 
⑴ ൮ 1 2 1 34 7 −1 92 5 6 83 4 −5 5 ൲ → ൮ 1 2 1 30 −1 −5 −30 1 4 20 −2 −8 −4 ൲ → ൮ 1 0 0 00 0 −1 −10 1 4 20 0 0 0 ൲ → ൮ 1 0 0 00 0 −1 −10 1 0 00 0 0 0 ൲

→ ൮ 1 0 0 00 0 −1 00 1 0 00 0 0 0 ൲     よって，階級 3 
  



102 つづき 
⑵ ⎝⎜

⎛ 2 3 5 53 4 6 74 5 7 95 3 −1 8 ⎠⎟
⎞ → ⎝⎜

⎛ 2 3 5 51 1 1 20 −2 −3 −11 −3 −11 −2 ⎠⎟
⎞ → ⎝⎜

⎛ 0 1 3 11 1 1 20 −1 −3 −10 −4 −12 −4 ⎠⎟
⎞ → ⎝⎜

⎛ 0 1 3 11 0 0 00 −1 −3 −10 0 0 0 ⎠⎟
⎞

→ ⎝⎜
⎛ 1 0 −2 10 1 3 10 0 0 00 0 0 0 ⎠⎟

⎞     よって，階級 2 
 103 
 ⑴ 与式を 𝐴 ቌ 𝑥𝑦𝑧 ቍ =  ൮ −746  ൲ とおく。 

൮ 1 2 −21 −1 32 3 2 ተ 1 0 00 1 00 0 1 ൲ → ൮ 1 2 −20 −3 50 −1 6 ተ 1 0 0−1 1 0−2 0 1 ൲ → ൮ 1 0 100 0 −130 −1 6 ተ −3 0 25 1 −3−2 0 1 ൲
→ ൮ 1 0 100 0 −780 −13 78 ተ −3 0 230 6 −18−26 0 13 ൲ → ൮ 1 0 100 0 −130 −13 0 ተ −3 0 25 1 −34 6 −5 ൲
→ ൮ 13 0 1300 0 −1300 13 0 ተ −39 0 2650 10 −30−4 −6 −5 ൲ → ൮ 13 0 00 0 130 13 0 ተ 11 10 −4−5 −1 3−4 −6 5 ൲ 

よって 𝐴ିଵ = 113 = ൮ 11 10 −4−4 −6 5−5 −1 3 ൲     ∴     ቌ 𝑥𝑦𝑧 ቍ = 𝐴ିଵ ൮ −746  ൲ =  ൮ 121 ൲ 
   



103 つづき 
 ⑵  与式を 𝐴 ቌ 𝑥𝑦𝑧 ቍ =  ൮ −2−812 ൲ とおく。 

൮ 2 3 −13 −2 −11 4 3 ተ 1 0 00 1 00 0 1 ൲ → ൮ 2 3 −11 −5 07 13 0 ተ 1 0 0−1 1 03 0 1 ൲ → ൮ 0 13 −11 −5 00 48 0 ተ 3 −2 0−1 1 010 −7 1 ൲
→ ൮ 0 13 −148 −240 00 240 0 ተ 3 −2 0−48 48 050 −35 5 ൲ → ൮ 0 13 −148 0 00 48 0 ተ 3 −2 02 13 510 −7 1 ൲
→ ൮ 0 52 −448 0 00 48 0 ተ 12 −8 02 13 510 −7 1 ൲ → ൮ 0 4 −448 0 00 48 0 ተ 2 −1 −12 13 510 −7 1 ൲
→ ൮ 0 48 −4848 0 00 48 0 ተ 24 −12 −122 13 510 −7 1 ൲ → ൮ 0 0 −4848 0 00 48 0 ተ 14 −5 −132 13 510 −7 1 ൲ 

よって 𝐴ିଵ = 148 = ൮ 2 13 510 −7 1−14 5 13 ൲     ∴     ቌ 𝑥𝑦𝑧 ቍ = 𝐴ିଵ ൮ −2−812 ൲ = ൮ −113 ൲ 
 104 
⑴ ൮ 3 8 −13−2 −5 9−1 −3 5 ተ 1 0 00 1 00 0 1 ൲ → ൮ 1 3 −52 5 −93 8 −13 ተ 0 0 −10 −1 01 0 0 ൲ → ൮ 1 3 −50 −1 10 −1 2 ተ 0 0 −10 −1 21 0 3 ൲

→ ൮ 1 0 −20 −1 10 0 1 ተ 0 −3 50 −1 21 1 1 ൲ → ൮ 1 0 00 −1 00 0 1 ተ 2 −1 7−1 −2 11 1 1 ൲
→ ൮ 1 0 00 1 00 0 1 ተ 2 −1 71 2 −11 1 1 ൲ 

より， ൮ 3 8 −13−2 −5 9−1 −3 5 ൲   の逆行列は  ൮ 2 −1 71 2 −11 1 1 ൲  だから  
𝑋 = ൮ 2 −1 71 2 −11 1 1 ൲ ൮ 1 2 12 1 01 0 1 ൲ ൮ 2 − 2 + 7 4 − 1 + 0 2 + 0 + 71 + 4 − 1 2 + 2 + 0 1 + 0 − 11 + 2 + 1 2 + 1 + 0 1 + 0 + 1 ൲ = ൮ 7 3 94 4 04 3 2 ൲ 

    



104 つづき 
⑵ ൮ −22 4 156 −1 −49 −2 −6 ተ 1 0 00 1 00 0 1 ൲ → ൮ 2 0 −16 −1 −4−3 0 2 ተ 1 4 00 1 00 −2 1 ൲ → ൮ 2 0 −1−2 −1 01 0 0 ተ 1 4 0−4 −15 02 6 1 ൲

→ ൮ 0 0 −10 −1 01 0 0 ተ −3 −8 −20 −3 22 6 1 ൲ → ൮ 0 0 −10 1 01 0 0 ተ −3 −8 −20 3 −22 6 1 ൲
→ ൮ 1 0 00 1 00 0 1 ተ 2 6 10 3 −23 8 2 ൲ 

 
より， ൮ −22 4 156 −1 −49 −2 −6 ൲   の逆行列は  ൮ 2 6 10 3 −23 8 2 ൲  だから  

 
𝑋 = ൮ 0 −3 23 0 −1−2 1 0  ൲ ൮ 2 6 10 3 −23 8 2 ൲ ൮ 0 + 0 + 6 0 − 9 + 16 0 + 6 + 46 + 0 − 3 18 + 0 − 8 3 + 0 − 2−4 + 0 + 0 −12 + 3 + 0 −2 − 2 + 0 ൲ = ൮ 6 7 103 10 1−4 −9 −4 ൲ 

 
⑶ ൮ 0 −1 1−1 1 01 1 −1 ተ 1 0 00 1 00 0 1 ൲ → ൮ 0 −1 1−1 1 01 0 0 ተ 1 0 00 1 01 0 1 ൲ → ൮ 0 −1 10 −1 01 0 0 ተ 1 0 01 1 11 0 1 ൲

→ ൮ 0 0 10 1 01 0 0 ተ 2 1 11 1 11 0 1 ൲ → ൮ 1 0 00 1 00 0 1 ተ 1 0 11 1 12 1 1 ൲ 
 

より， ൮ 0 −1 1−1 1 01 1 −1 ൲   の逆行列は  ൮ 1 0 11 1 12 1 1 ൲  だから  
 

𝑋 = ൮ 1 0 11 1 12 1 1 ൲ ൮ 1 1 02 0 −11 2 1 ൲ = ൮ 1 + 0 + 1 1 + 0 + 2 0 + 0 + 11 + 2 + 1 1 + 0 + 2 0 − 1 + 12 + 2 + 1 2 + 0 + 2 0 − 1 + 1 ൲ = ൮ 2 3 14 3 05 4 0 ൲ 
   



105 与えられた連立方程式を掃き出し法で解くと 
൮ 1 2 −12 −1 83 4 1 ተ 317 ൲ → ൮ 1 2 −10 −5 100 −2 4 ተ 3−5−2 ൲ → ൮ 1 2 −10 1 −20 1 −2 ተ 311 ൲ → ൮ 1 0 30 1 −20 0 0 ተ 110 ൲ 

∴     ൝ 𝑥 + 3𝑧 = 1    ⋯①𝑦 − 2𝑧 = 1    ⋯②
  ここで 𝑧 = 𝑡 とおくと，①，②より，𝑥 = 1 − 3𝑡，𝑦 = 1 + 2𝑡 

∴     ൞ 𝑥 = 1 − 3𝑡 𝑦 = 1 + 2𝑡 𝑧 = 𝑡        （𝑡は任意の実数）  
∴     𝑣ሬሬ⃗ = ቌ 𝑥𝑦𝑧 ቍ = ൮ 1 − 3𝑡1 + 2𝑡𝑡  ൲ = ൮ 110 ൲ + ൮ −3𝑡2𝑡𝑡 ൲ = ൮ 110 ൲ + 𝑡 ൮ −321 ൲ 

 106 
   𝐴 = ൮ 𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ 𝑎ଵଷ𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ 𝑎ଶଷ𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ 𝑎ଷଷ ൲とおく。 
 ⑴ 𝑃൫1，3，𝑐൯𝐴 = ൮ 1 0 𝑐0 1 00 0 1 ൲ ൮ 𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ 𝑎ଵଷ𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ 𝑎ଶଷ𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ 𝑎ଷଷ ൲ = ൮ 𝑎ଵଵ + 𝑐𝑎ଷଵ 𝑎ଵଶ + 𝑐𝑎ଷଶ 𝑎ଵଷ + 𝑐𝑎ଷଷ𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ 𝑎ଶଷ𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ 𝑎ଷଷ  ൲ 
   より，𝐴 に 𝑃൫1，3，𝑐൯を左から掛けることは，第 3 行を 𝑐 倍して第 1 行に加えることである。 
   𝑄൫1，𝑐൯𝐴 = ൮ 𝑐 0 00 1 00 0 1 ൲ ൮ 𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ 𝑎ଵଷ𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ 𝑎ଶଷ𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ 𝑎ଷଷ ൲ = ൮ 𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ 𝑎ଵଷ𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ 𝑎ଶଷ𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ 𝑎ଷଷ ൲ 
   より，𝐴 に 𝑄(1，𝑐) を左から掛けることは，第 1 行を 𝑐 倍することである。 
   𝑅൫1，2൯𝐴 = ൮ 0 1 01 0 00 0 1 ൲ ൮ 𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ 𝑎ଵଷ𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ 𝑎ଶଷ𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ 𝑎ଷଷ ൲ = ൮ 𝑐𝑎ଶଵ 𝑐𝑎ଶଶ 𝑐𝑎ଶଷ𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ 𝑎ଵଷ𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ 𝑎ଷଷ  ൲ 
   より，𝐴 に 𝑅(1，2) を左から掛けることは，第 1 行と第 2 行を交換することである。    



106 つづき 
 ⑵ 𝐴𝑃൫1，2，𝑐൯𝐴 = ൮ 𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ 𝑎ଵଷ𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ 𝑎ଶଷ𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ 𝑎ଷଷ ൲ ൮ 1 𝑐 00 1 00 0 1 ൲ = ൮ 𝑎ଵଵ 𝑐𝑎ଵଵ + 𝑎ଵଶ 𝑎ଵଷ𝑎ଶଵ 𝑐𝑎ଶଵ + 𝑎ଶଶ 𝑎ଶଷ𝑎ଷଵ 𝑐𝑎ଷଵ + 𝑎ଷଶ 𝑎ଷଷ ൲ 
   より，𝐴 に 𝑃൫1，2，𝑐൯ を右から掛けることは，第 1 列を 𝑐 倍して第 2 列に加えることである。 
   𝐴𝑄൫2，𝑐൯ = ൮ 𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ 𝑎ଵଷ𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ 𝑎ଶଷ𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ 𝑎ଷଷ ൲ ൮ 1 0 00 𝑐 00 0 1 ൲ = ൮ 𝑎ଵଵ 𝑐𝑎ଵଶ 𝑎ଵଷ𝑎ଶଵ 𝑐𝑎ଶଶ 𝑎ଶଷ𝑎ଷଵ 𝑐𝑎ଷଶ 𝑎ଷଷ ൲ 
   より，𝐴 に 𝑄(2，𝑐) を右から掛けることは，第 2 列を 𝑐 倍することである。 
   𝐴𝑅൫1，3൯ = ൮ 𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ 𝑎ଵଷ𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ 𝑎ଶଷ𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ 𝑎ଷଷ ൲ ൮ 0 0 10 1 01 0 0 ൲ = ൮ 𝑎ଵଷ 𝑎ଵଶ 𝑎ଵଵ𝑎ଶଷ 𝑎ଶଶ 𝑎ଶଵ𝑎ଷଷ 𝑎ଷଶ 𝑎ଷଵ ൲ 
   より，𝐴 に 𝑅(1，3) を右から掛けることは，第 1 列と第 3 列を交換することである。  
⑶ ൮ 1 0 0𝑐 1 00 0 1 ተ 1 0 0 0 1 00 0 1 ൲ → ൮ 1 0 00 1 00 0 1 ተ 1 0 0−𝑐 1 00 0 1 ൲     ∴     𝑃൫2，1，𝑐൯ିଵ = ൮ 1 0 0−𝑐 1 00 0 1 ൲ 

 
൮ 𝑐 0 00 1 00 0 1 ተ 1 0 00 1 00 0 1 ൲ → ൮ 1 0 00 1 00 0 1 ተ ଵ௖ 0 00 1 00 0 1 ൲     ∴     𝑄൫1，𝑐൯ିଵ = ൮ ଵ௖ 0 00 1 00 0 1 ൲  

 
൮ 1 0 00 0 10 1 0 ተ 1 0 00 1 00 0 1 ൲ → ൮ 1 0 00 1 00 0 1 ተ 1 0 00 0 10 1 0 ൲     ∴     𝑅൫2，3൯ିଵ = ൮ 1 0 00 0 10 1 0 ൲  

  
 ⑷ ⑶より，P，Q，R は正則であり，X，Y は P，Q，R を掛けたものだから正則である。 
   𝑋𝐴𝑌 = 𝐸 の両辺に左から 𝑋ିଵ を掛けて，𝐴𝑌 = 𝑋ିଵ  
   𝐴𝑌 = 𝑋ିଵ の両辺に右から X をかけて，𝐴𝑌𝑋 = 𝐸 …① 
   同様にして，𝑋𝐴𝑌 = 𝐸 の両辺に右から 𝑌ିଵ を掛けて，𝑋𝐴 = 𝑌ିଵ 
   𝑋𝐴 = 𝑌ିଵ の両辺に左から Y を掛けて，𝑌𝑋𝐴 = 𝐸 …② 
   ①，②より Y，X は A の逆行列である。    



２章の問題 
１ 
 ⑴ 𝐴 − 2𝐸 = ቆ 1 32 3 ቇ − ቆ 2 00 2 ቇ = ቆ−1 32 1 ቇ より，（1，2）成分は 3 
 ⑵ 𝐴ଶ = ቆ 1 32 3 ቇ ቆ 1 32 3 ቇ = ቆ 1 + 6 3 + 92 + 6 6 + 9 ቇ = ቆ 7 128 15 ቇ より，(2，1) 成分は 8 
⑶ 𝐴ିଵ = 13 − 6 ቆ 3 −3−2 1 ቇ = ൭ −1 123 − 13 ൱より，𝐴ିଵ の（1，2）成分は 1  

２ 
  𝐴𝐴ିଵ = 𝐸 より，𝐴 の第 1 行と 𝐴ିଵ の第 1 列の積は 1 である。すなわち，求める数を 𝑥 とおくと (1 2 −1) ቆ 𝑥−32 ቇ = 𝑥 − 6 − 2 = 1    ∴     𝑥 = 9  
３ 
① 𝐴 = ቆ 1 00 1 ቇ，𝐵 = ቆ 1 00 1 ቇ  のとき (𝐴 + 𝐵)ିଵ = ቆ 2 00 2 ቇିଵ + ଵସ ቆ 2 00 2 ቇ = ቌ ଵଶ 00 ଵଶ ቍ，  
  𝐴ିଵ + 𝐵ିଵ = ቆ 1 00 1 ቇ + ቆ 1 00 1 ቇ = ቆ 2 00 2 ቇ  より①は偽である。， 
② (𝐴 − 𝐸)(𝐴ଶ + 𝐴 + 𝐸) = 𝐴𝐴ଶ + 𝐴𝐴 + 𝐴𝐸 − 𝐸𝐴ଶ − 𝐸𝐴 − 𝐸𝐸 = 𝐴ଷ + 𝐴ଶ + 𝐴 − 𝐴ଶ − 𝐴 − 𝐸 = 𝐴ଷ − 𝐸 

   だから，②は正しい。  
③ 𝐴 = ቆ 0 10 0 ቇ，𝐵 = ቆ 1 00 0 ቇ  のとき (𝐴 + 𝐵)(𝐴 − 𝐵) = ቆ 1 10 0 ቇ ቆ −1 10 0 ቇ = ቆ −1 10 0 ቇ， 
  𝐴ଶ − 𝐵ଶ = ቆ0 00 0ቇ − ቆ1 00 0ቇ = ቆ−1 00 0ቇ より③は偽である。  
④ 𝐴 = ቆ 0 10 0 ቇ，𝐵 = ቆ 1 00 0 ቇ  のとき (𝐴𝐵)௧ = ቆ 0 00 0 ቇ௧ = ቆ 0 00 0 ቇ， 

𝐴௧ 𝐵௧ = ቆ 0 01 0 ቇ ቆ 1 00 0 ቇ = ቆ 0 01 0 ቇ より与式は成立しない。  
⑤ 𝑋 = ቆ 1 00 1 ቇ，𝐴 = ቆ 1 00 0 ቇ，𝐵 = ቆ 0 00 1 ቇ  のとき  

(𝑋 − 𝐴)(𝑋 − 𝐵) = ቆ 0 00 1 ቇ ቆ 1 00 0 ቇ = ቆ 0 00 0 ቇ だが 𝑋 ≠ 𝐴 かつ 𝑋 ≠ 𝐵 である。 
よって⑤は偽である。   



２章の問題 
３のつづき 

⑥ 𝐴 = ቆ 1 00 0 ቇ，𝐵 = ቆ 0 00 1 ቇ，𝐶 = ቆ 0 00 0 ቇ  のとき 
𝐴𝐶 = 𝐵𝐶 = ቆ 0 00 0 ቇ だが 𝐴 ≠ 𝐵 である。 
よって⑥は偽である。  

⑦ 𝐴𝑋 = 𝑋𝐴 = 𝐸 となる 𝑋 が A の逆行列 𝐴ିଵ だから，𝐴ଶ = 𝐸 ならば 𝐴 = 𝐴ିଵ であり，⑦は正しい。 
  以上より，②，⑦  

４ 
 ⑴ 𝐴ଶ = ቆ 0 11 0 ቇ ቆ 0 11 0 ቇ = ቆ 1 00 1 ቇ となるので 𝑛が奇数のとき ቆ 0 11 0 ቇ，𝑛が偶数のとき ቆ 1 00 1 ቇ 
 ⑵ 𝐴ଶ = ቆ 𝑎 10 𝑎 ቇ ቆ 𝑎 10 𝑎 ቇ = ቆ 𝑎ଶ 2𝑎0 𝑎ଶ ቇ， 
   𝐴ଷ = ቆ 𝑎ଶ 2𝑎0 𝑎ଶ ቇ ቆ 𝑎 10 𝑎 ቇ = ቆ 𝑎ଷ 𝑎ଶ + 2𝑎ଶ0 𝑎ଷ ቇ = ቆ 𝑎ଷ 3𝑎ଶ0 𝑎ଷ ቇ，より ቆ 𝑎௡ 𝑛𝑎௡ିଵ0 𝑎௡  ቇ  
５ 
 ⑴ ቆ 𝑎 11 𝑎 ቇ → ቆ 0 1 − 𝑎ଶ1 𝑎 ቇ → ቆ 0 1 − 𝑎ଶ1 0 ቇ より 𝑎 = 1 のとき 1，𝑎 ≠ 1 のとき 2 
 ⑵ ൮ 𝑎 1 11 𝑎 11 1 𝑎 ൲ → ൮ 𝑎 + 2 1 1𝑎 + 2 𝑎 1𝑎 + 2 1 𝑎 ൲ → ൮ 1 1 11 𝑎 11 1 𝑎 ൲ → ൮ 1 1 10 𝑎 − 1 00 0 𝑎 − 1 ൲ → ൮ 1 0 00 𝑎 − 1 00 𝑎 𝑎 − 1 ൲ より 
   𝑎 = 1 のとき 1，それ以外のとき 3  
６ 
⑴ ൮ 𝑥 𝑥 + 1 𝑥ଶ1 𝑥ଶ + 1 1𝑥 𝑥ଶ + 𝑥 𝑥ଶ ൲ → ൮ 0 1 − 𝑥ଷ 𝑥ଶ − 𝑥1 𝑥ଶ + 1 10 𝑥ଶ − 𝑥ଷ 𝑥ଶ − 𝑥 ൲ → ൮ 0 1 − 𝑥ଷ 𝑥ଶ − 𝑥1 0 00 𝑥ଶ − 1 0  ൲ → ൮ 0 1 − 𝑥ଶ 𝑥ଶ − 𝑥1 0 00 𝑥ଶ − 1 0  ൲

→ ൮ 0 0 𝑥ଶ − 𝑥1 0 00 𝑥ଶ − 𝑥 0  ൲ → ൮ 0 0 𝑥(𝑥 − 1)1 0 00 (𝑥 − 1)(𝑥 + 1) 0  ൲     より 
   ① 𝑥 = 1 のとき 1，② 𝑥 = −1，0 のとき 2，③ それ以外のとき 3    



２章の問題 
６のつづき 
 ⑵  
 (ⅰ) 𝑎 = 𝑏 のとき，基本変形すると 

⎝⎜
⎛ 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎𝑎 𝑎 𝑎 𝑎𝑎 𝑎 𝑎 𝑎𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎0 0 0 00 0 0 00 0 0 0 ⎠⎟

⎞
 だから，𝑎 = 0 のとき階数 0，𝑎 ≠ 0 のとき階数 1 である。 

 

 (ⅱ) 𝑎 ≠ 𝑏 のとき，第 2，3，4 行を第 1 行に加える基本変形により 

⎝⎜
⎛ 𝑎 𝑏 𝑏 𝑏𝑏 𝑎 𝑏 𝑏𝑏 𝑏 𝑎 𝑏𝑏 𝑏 𝑏 𝑎 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 𝑎 + 3𝑏 𝑎 + 3𝑏 𝑎 + 3𝑏 𝑎 + 3𝑏𝑏 𝑎 𝑏 𝑏𝑏 𝑏 𝑎 𝑏𝑏 𝑏 𝑏 𝑎  ⎠⎟

⎞
 

 
 (ア) 𝑎 + 3𝑏 = 0 のとき，𝑎 ≠ 𝑏 より，𝑎 ≠ 0 かつ 𝑏 ≠ 0 だから， 
    さらに第 2，3，4 列を第 1 列に加える基本変形を行う。 

⎝⎜
⎛ 0 0 0 0𝑏 𝑎 𝑏 𝑏𝑏 𝑏 𝑎 𝑏𝑏 𝑏 𝑏 𝑎 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 0 0 0 0𝑎 + 3𝑏 𝑎 𝑏 𝑏𝑎 + 3𝑏 𝑏 𝑎 𝑏𝑎 + 3𝑏 𝑏 𝑏 𝑎 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 0 0 0 00 −3𝑏 𝑏 𝑏0 𝑏 −3𝑏 𝑏0 𝑏 𝑏 −3𝑏 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 0 0 0 00 −𝑏 𝑏 𝑏0 𝑏 −3𝑏 𝑏0 −𝑏 𝑏 −3𝑏 ⎠⎟

⎞

→ ⎝⎜
⎛ 0 0 0 00 −𝑏 0 00 −𝑏 −4𝑏 00 −𝑏 0 −4𝑏 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 0 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 ⎠⎟

⎞ 
と変形でき，階級 3 である。 

 (イ) 𝑎 + 3𝑏 ≠ 0のとき 

⎝⎜
⎛ 𝑎 + 3𝑏 𝑎 + 3𝑏 𝑎 + 3𝑏 𝑎 + 3𝑏𝑏 𝑎 𝑏 𝑏𝑏 𝑏 𝑎 𝑏𝑏 𝑏 𝑏 𝑎  ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 1 1 1 1𝑏 𝑎 𝑏 𝑏𝑏 𝑏 𝑎 𝑏𝑏 𝑏 𝑏 𝑎 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 1 0 0 0𝑏 𝑎 − 𝑏 0 0𝑏 0 𝑎 − 𝑏 0𝑏 0 0 𝑎 − 𝑏 ⎠⎟

⎞

→ ⎝⎜
⎛ 1 0 0 00 𝑎 − 𝑏 0 00 0 𝑎 − 𝑏 0𝑏 0 0 𝑎 − 𝑏 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 ⎠⎟

⎞ 
と変形でき，階級は 4 である。最後の変形は 𝑎 − 𝑏 ≠ 0 より第 2，3，4 行を 𝑎 − 𝑏 でわって実現している。 

  以上をまとめると 
 (ⅰ) 𝑎 = 𝑏 = 0 のとき階級は 0，𝑎 = 𝑏 ≠ 0 のとき階級は 1。 
 (ⅱ) (ア) 𝑎 ≠ 𝑏 かつ 𝑎 + 3𝑏 = 0 のとき階級は 3，(イ) 𝑎 ≠ 𝑏 かつ 𝑎 + 3𝑏 ≠ 0 のとき階級は 4。



７ 
 与えられた連立方程式を掃き出し法で解くと 

൮ 1 1 −2 1−1 −2 3 −12 1 −3 2 ተ 23𝑎 ൲ → ൮ 1 1 −2 10 −1 1 00 −1 1 0 ተ 25𝑎 − 4 ൲ → ൮ 1 0 −1 10 1 −1 00 0 0 0 ተ    7−5𝑎 − 9 ൲ 
 解をもつための条件は，係数行列と拡大係数行列の階級が等しいことだから，求める条件は 𝑎 = 9 
 このとき，ቊ 𝑥 − 𝑧 + 𝑢 = 7    ⋯①𝑦 − 𝑧 = −5     ⋯②

 
 ここで 𝑧 = 𝑡，𝑢 = 𝑠 とおくと，①，②より，𝑥 = 𝑡 − 𝑠 + 7，𝑦 = 𝑡 − 5， 
 よって，解は 𝑥 = 𝑡 − 𝑠 + 7，𝑦 = 𝑡 − 5，𝑧 = 𝑡，𝑢 = 𝑠  （𝑡，𝑠 は任意の実数）    



８ 

⎝⎜
⎛ 1 0 11 1 𝑎1 0 1 + 𝑎1 −𝑎 1 ተተ 1𝑎 + 111 + 𝑎 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 1 0 10 1 𝑎 − 10 0 𝑎0 −𝑎 0 ተተ 1𝑎0𝑎 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 1 0 10 1 + 𝑎 𝑎 − 10 0 𝑎0 −𝑎 0 ተተ 100𝑎 ⎠⎟

⎞   ○＊  
 (ⅰ) 𝑎 = −1 のとき  

⎝⎜
⎛ 1 0 10 0 −20 0 10 1 0 ተተ 100−1 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 1 0 00 0 00 0 10 1 0 ተተ 100−1 ⎠⎟

⎞     ㋐ 
  となり，係数行列と拡大係数行列の階級はともに 3 であるから解がある。 
  このとき㋐より解は，𝑥 = 1，𝑦 = −1，𝑧 = 0 である。 

 (ⅱ) 𝑎 ≠ −1 のとき 𝑎 ≠ 0 ならば ○＊  は 

⎝⎜
⎛ 1 0 10 1 + 0 −10 0 𝑎0 −𝑎 0 ተተ 100𝑎 ⎠⎟

⎞ → ⎝⎜
⎛ 1 0 00 1 00 0 10 −1 0 ተተ 1001 ⎠⎟

⎞ 
  となるので，係数行列の階級が 3，拡大係数行列の階級が 4 であるから解をもたない。 
  一方 𝑎 = 0 ならば 
  ○＊  は ⎝⎜

⎛ 1 0 10 1 −10 0 00 0 0 ተተ 1000 ⎠⎟
⎞  ㋑となり 

  係数行列と拡大係数行列の階級はともに 2 であるから解がある。 
  このとき㋑より解は 𝑥 = 1 − 𝑧，𝑦 = 𝑧  
  つまり 𝑥 = 1 − 𝑡，𝑦 = 𝑡，𝑧 = 𝑡    （𝑡 は任意） 

  以上により 
 (ⅰ) 𝑎 = −1 のとき，൞ 𝑥 = 1𝑦 = −1𝑧 = 0 ，  (ⅱ) 𝑎 = 0 のとき，൞ 𝑥 = 1 − 𝑡𝑦 = 𝑡𝑧 = 𝑡   （ 𝑡 は任意の実数） 
   



９ 
 𝑒 = 0 ならば，いかなる行の基本変形になっても (𝐴|𝐸) の（3，3）成分を 1 にすることができない。 
 したがって，𝑒 ≠ 0 でなければならない。その上で 
 (ⅰ) 𝑑 ≠ 0 のとき 

൮ 𝑎 𝑏 0𝑐 𝑑 00 0 𝑒 ተ 1 0 00 1 00 0 1 ൲  
→ ൮ 𝑎 𝑏 0𝑐 𝑑 00 0 1 ተተ 1 0 00 1 00 0 ଵ௘

 ൲ ൮ 𝑎𝑑 𝑏𝑑 𝑐𝑐 𝑑 00 0 1 ተተ 𝑑 0 00 1 00 0 ଵ௘
 ൲ ൮ 𝑎𝑏 − 𝑏𝑐 0 0𝑐 𝑑 00 0 1 ተተ 𝑑 −𝑏 00 1 00 0 ଵ௘

 ൲  
→ ൮ 1 0 0𝑐 𝑑 00 0 1 ተ ௗ|஺| ି௕|஺| 00 1 00 0 ଵ௘

 ൲ → ⎝⎜
⎛ 1 0 00 𝑑 00 0 1 ተተ ௗ|஺| ି௕|஺| 0ି௖ௗ|஺| 1 + ௕௖|஺| 00 0 ଵ௘

 ⎠⎟
⎞ → ⎝⎜

⎛ 1 0 00 1 00 0 1 ተተ ௗ|஺| ି௕|஺| 0ି௖|஺| ௗ|஺| 00 0 ଵ௘
 ⎠⎟
⎞  

  となる。以上より，求める条件は (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)𝑒 ≠ 0 であり， 
𝐴ିଵ = 1𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ൮ 𝑑 −𝑏 0−𝑐 𝑎 00 0 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐𝑒  ൲ 

  |𝐴| = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 0 のとき第 1 行に関する方程式 (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)𝑥 + 0𝑦 + 0𝑧 = 𝑑 ≠ 0 は成立しないので 
  𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0    ㋐ 

 (ⅱ) 一方，𝑑 = 0 のとき（このとき㋐より𝑏𝑐 ≠ 0 なので 𝑏 ≠ 0  かつ  𝑐 ≠ 0） 
   ൮ 𝑎 𝑏 0𝑐 0 00 0 𝑒 ተ 1 0 00 1 00 0 1 ൲ → ൮ 𝑎 𝑏 01 0 00 0 1 ተ 1 0 00 ଵ௖ 00 0 ଵ௘ ൲ → ⎝⎜

⎛ 0 𝑏 01 0 00 0 1 ተተ 1 ି௔௖ 00 ଵ௖ 00 0 ଵ௘
 ⎠⎟
⎞ 

             → ⎝⎜
⎛ 0 1 01 0 00 0 1 ተተ ଵ௕ ି௔௕௖ 00 ଵ௖ 00 0 ଵ௘

 ⎠⎟
⎞ → ⎝⎜

⎛ 1 0 00 1 00 0 1 ተተ 0 ଵ௖ 0ଵ௕ ି௔௕௖ 00 0 ଵ௘
 ⎠⎟
⎞  

   となり (ⅰ) の𝐴ିଵ で 𝑑 = 0 としたものになっている。    



10 
 ⑴ 𝑋ଶ = (𝐷 + 𝑆 + 𝐴)(𝐷 + 𝑆 + 𝐴) = ሼ 𝐷ଶ + 𝑆ଶ + 𝐴ଶ + (𝐷𝑆 + 𝑆𝐷) ሽ + ሼ (𝑆𝐴 + 𝐴𝑆) + (𝐷𝐴 + 𝐴𝐷) ሽ であるが 
  (ⅰ) (𝐷ଶ) =௧ 𝐷௧ 𝐷௧ = 𝐷𝐷 = 𝐷ଶ， (𝑆ଶ) =௧ 𝑆௧ 𝑆௧ = 𝑆𝑆 = 𝑆ଶ， (𝐴ଶ) =௧ 𝐴௧ 𝐴௧ = (−𝐴)(−𝐴) = 𝐴ଶ， 
    (𝐷𝑆 + 𝑆𝐷)௧ = (𝐷𝑆)௧ + (𝑆𝐷)௧ = 𝑆௧ 𝐷௧ + 𝐷௧ 𝑆௧ = 𝑆𝐷 + 𝐷𝑆 より 
    ሼ 𝐷ଶ + 𝑆ଶ + 𝐴ଶ + (𝐷𝑆 + 𝑆𝐷) ሽ௧ = 𝐷ଶ + 𝑆ଶ + 𝐴ଶ + (𝐷𝑆 + 𝑆𝐷)， 
    つまり 𝐷ଶ + 𝑆ଶ + 𝐴ଶ + (𝐷𝑆 + 𝑆𝐷) は対称行列である。 
  一方， 
  (ⅱ) (𝑆𝐴 + 𝐴𝑆) =௧ 𝐴௧ 𝑆௧ + 𝑆௧ 𝐴௧ = (−𝐴)𝑆 + 𝑆(−𝐴) = −(𝐴𝑆 + 𝑆𝐴)， 

    (𝐴𝐷 + 𝐷𝐴) =௧ 𝐷௧ 𝐴௧ + 𝐴௧ 𝐷௧ = 𝐷(−𝐴) + (−𝐴)𝐷 = −(𝐷𝐴 + 𝐴𝐷) より 

    ሼ (𝑆𝐴 + 𝐴𝑆) + (𝐷𝐴 + 𝐴𝐷) ሽ௧ = −ሼ (𝑆𝐴 + 𝐴𝑆) + (𝐷𝐴 + 𝐴𝐷) ሽ， 

    つまり (𝑆𝐴 + 𝐴𝑆) + (𝐷𝐴 + 𝐴𝐷) は交代行列である。 

  従って， 

    𝑆ᇱ = 𝐷ଶ + 𝑆ଶ + 𝐴ଶ + (𝐷𝑆 + 𝑆𝐷) 
    𝐴′ = (𝑆𝐴 + 𝐴𝑆) + (𝐷𝐴 + 𝐴𝐷) とおくと 𝑋ଶ = 𝑆ᇱ + 𝐴′ となる。  
 ⑵ 𝑋 = ቆ 𝑎 𝑏𝑐 𝑑 ቇ より 𝑋௧ = ൬ 𝑎 𝑐𝑏 𝑑 ൰ である。 
   𝑋 + 𝑋௧  が対称行列，𝑋 − 𝑋௧  が交代行列になることに注意して（新版線形代数 P.87）， 12 ൫𝑋 + 𝑋௧ ൯ = 12 ቆ 2𝑎 𝑏 + 𝑐𝑏 + 𝑐 2𝑑  ቇ = ቆ 𝑎 00 𝑑 ቇ + 12 ቆ 0 𝑏 + 𝑐𝑏 + 𝑐 0  ቇ 

12 ൫𝑋 − 𝑋௧ ൯ = 12 ቆ 0 𝑏 − 𝑐𝑐 − 𝑏 0  ቇ  をつくる。 
このとき辺々加えると 𝑋 = ቆ 𝑎 00 𝑑 ቇ + 12 ቆ 0 𝑏 + 𝑐𝑏 + 𝑐 1  ቇ + 12 ቆ 0 𝑏 − 𝑐𝑐 − 𝑏 0  ቇであるから 
𝐷 = ቀ 𝑎 00 𝑑 ቁ，𝑆 = 12 ቆ 0 𝑏 + 𝑐𝑏 + 𝑐 0  ቇ，𝐴 = 12 ቆ 0 𝑏 − 𝑐𝑐 − 𝑏 0  ቇ     とすればよい。    



11 三つの与式をまとめると 
   𝐴 ൮ 2 1 11 −1 01 1 1 ൲ = ൮ 2 2 −11 −2 01 2 −1 ൲ であるから 𝐵 = ൮ 2 1 11 −1 01 1 1 ൲ について 𝐵ିଵ を求め， 
  両辺右からこれを掛ければよい。 
  𝐵ିଵ を求めると 
   ൮ 2 1 11 −1 01 1 1 ተ 1 0 00 1 00 0 1 ൲ → ൮ 3 0 11 −1 02 0 1 ተ 1 1 00 1 00 1 1 ൲ → ൮ 1 0 01 −1 02 0 1 ተ 1 0 −10 1 00 1 1 ൲ 
   → ൮ 1 0 00 −1 00 0 1 ተ 1 0 −1−1 1 1−2 1 3 ൲ → ൮ 1 0 00 1 00 0 1 ተ 1 0 −11 1 1−2 1 3 ൲ より 𝐵ିଵ = ൮ 1 0 −11 −1 −1−2 1 3 ൲ である。 

𝐴𝐵𝐵ିଵ = ൮ 2 2 −11 −2 01 2 −1 ൲ ൮ 1 0 −11 −1 −1−2 1 3 ൲
= ൮ 2 + 2 + 2 0 − 2 − 1 −2 − 2 − 31 − 2 + 0 0 + 2 + 0 −1 + 2 + 01 + 2 + 2 0 − 2 − 1 −1 − 2 − 3 ൲ = ൮ 6 −3 −7−1 2 15 −3 −6 ൲  より 𝐴 = ൮ 6 −3 −7−1 2 15 −3 −6 ൲ 

     


