
５章 微分方程式 

１節 微分方程式と解 

 

A 
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tdP
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 ⑴ 
y

y


 2  

 ⑵ 法線の方程式は )( xX
y

yY 


 1  

)(を代入して， xa
y

ybbYaX 


 1
  ∴ 

yb
xay


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 ⑴ y C   より， log logy xy y Cx C     と微分方程式を満たす。 

  また，1 個の任意定数を含むので一般解である。 

 ⑵ 
x

y 1  より 

x
xx

xyyxy log11log1log  と微分方程式を満たす。しかし，一般解の任意定数にどの

ような値を入れても log 1y x  は得られないのでこれは特異解である。 
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 ⑴ 23 6y Cx D y Cx     より 
2 2 2 3

3 3 3

3 3 6 3 3 3

6 9 3 3 3 0

x y xy y x Cx x Cx D Cx Dx

Cx C Dx Cx Dx

       

     

( ) ( ) ( )
 

と微分方程式を満たす。また，2 個の任意定数を含むので一般解である。 

 

 ⑵ 

3

23

y Cx Dx

y Cx D

  


  
 に 1 0 1 2x y x y   「 ， 」，「 ， 」 を代入すると  

0

2 3

C D

C D

 


 
   

これより 1 1C D  ，  

 したがって xxy  3  

 

 ⑶ 3 1 1 2 1y Cx Dx x y x y     に「 ， 」，「 ， 」を代入すると 

1

1 8 2

C D

C D

 


 
 これより 1 7

6 6
C D  ，  

 したがって xxy
6
7

6
1 3   

 

B 
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 ⑴ y C   より xyy    ∴ 0 yyx  

 

 ⑵ 1xy Ce    より 1xC e y  ( )  

xyxeyey xx   11)(   ∴ 1 xyy  

 

 ⑶  

 

 

 

 ⑷ 2 3
2D D Dy Cx y C y

x x x
     ， ， より 

3

2
xD y ， 

 

 

 

したがって  

 

 

∴ 02  yyxyx  

sin cos

cos sin

sin cos 0

y C x D x

y C x D x

y C x D x y y

 

  

     より

2

3

2
1

2

2

DC y
x

xy y
x
xy y

 

   

  

yxyxyxyxyx

yx
x

xyxyy










 





 

2
22

3

22

2
1

2
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 ⑴ cos sin sin cosax axy ae A bx B bx e bA bx bB bx     ( ) ( )より 

   

2 2 2 2

cos sin

cos sin sin cos

2 cos 2 sin

ax

ax ax

ax

y e aA bB bx aB bA bx

y ae aA bB bx ab bA bx e aA bB b x aB bA b bx

y e a A b A abB bx a B b B abA bx

    

         

      

{( ) ( ) }　　　　　　　　 ①

{( ) ( ) } {( )( ) ( ) }より

{( ) ( ) } ②





 

①×2a ①})(){(  bxabABabxabBAaeya ax sin22cos222 22  

②－①′より 2 2 2 22 cos sinaxy ay e a A b A bx a B b B bx       {( ) ( ) } 

よって 02 22  ybayay )(  

 

 ⑵ 0x y A y aA bB   のとき ，  
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 ⑴ 
2

2
d xm m
dt

  gより g2

2

dt
xd  ⑵ 

2

2

2









dt
dxkm

dt
xdm g  

 



５章 微分方程式 

２節 1 階微分方程式 

 

A 

141 （C は任意定数とする） 

 ⑴ 0 yy  

 

    

2

1

2

4

dy dx
y

y x C

y x C



 

 

 

( )

 

21
4

y x C  ( )  

 

 ⑵ 0 yyx  

 

    

 

 

 

 

 

 

 

   ∴ y Cx  

 

  

dx
x

dy
y   11

log log 25

log

C

y x C

y C
x

y e C
x

 



  

公式

1 1

y y

dy
dxy

 



1 1

xy y

dy
y dx x

 



（改めて C とおく） 



 ⑶ 21 yyy     
2

1
1

y dy
dxy




 

 21 y t  とおくと 

   12
2

dty ydy dt
dy

     
 

より 

 

 

 

 ⑷ xy y   

   

1 1

1 1

1 1

log log

log
C

C

dy
y dx x

dy dx dx
y dx x

dy dx
y x

y x C

xy C

xy e

xy e C

C

 

 

 

  





 



 

 

(改めて とおく)

 

   よって Cy
x

  

 

 

  

1 1
22 2

1 1
2

1 1
2

dt
t

t dt t C y C


    
 

        





左辺

2

2

1

1

y dy dx
y

y x C




   



 
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 ⑴  

 

 

 
 

11  yx  を代入して 1 1 1
2 2

C C      

したがって 222  yx  

 

 ⑵ )，( 002   yxey yx   2y xdye e
dx

   

 

 
 

00  yx ，  を代入して 11
2

C     ∴ 3
2

C    

したがって 322   yx ee  

 

 ⑶ yx
dx
dyyx sinsincoscos   ( 2

0  yx ， )  
cos sin
sin cos

y dy x
y dx x

  

 

 

 

 

 

 

2
0  yx ，  を代入して       

 

したがって 1cossin xy  

 

  

sin cos 0
2

1

C

C

 



2 2

0 1 1

1 1
2 2

yy x x y

dyyy x y x
dx

y dy x dx

y x C

    

    

 

  

 

( ， )

2

21 22
2

y x

y x

e dy e dx

e e C







  

 
公式

cos sin
sin cos

log | sin | log | cos | 26 30

log sin cos

sin cos

sin cos

c

y xdy dx
y x

y x C

y x C

y x e C

y x C



  



  



 
公式

とおくと
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 ⑴ 

x
y

x
y

yx
yy







1

22
  ㋐ 

 

よって㋐は 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

2
1

uu x u
u

  


2

2

2

1 1
1

1 1

1 2 1
1

u u u duu x
u dx xu u

u du dx
xu u

du dx
u u x









   
 

 


    





2

2

2

2

2

log | | 2 log |1 | log | | 25

log
1

1

1

c

u u x C

u C
u x

u e C
u x

y
x C
y x
x

y C
x y

y C x y

   




  



  
 




  

公式

公式６
( )

とおく
( )

( )

( )

y u y u x u
x

   とおくと

公式 １  

1
1 1

u a b
u u u u

  
 ( )

とおき a，b を求める。 



 ⑵ 332 yxyxy   

3

3 3

2 2

1 y
xx yy

xy y
x

       
 
 
 

  ㋐ 

 

   よって㋐は 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ⑶ xeyyx x
y

 )(  

 

 

 

 

とおくとu
x
y   uxuy   

   よって㋐は 

1

log | | 25

log | |

u

u

u

u

y
x

u xu e u

xu e

e du dx
x

e x C

e x C





  

 



 

  

 
公式

 

 

  

3

2

3
2

2 2

2

3

3

1

1 1 1

1

1 log | | 25
3

3log | | 3

uu xu
u

u duxu u u
dx xu u

u du dx
x

u x C

y x C
x

 

    



 

    
 

 
公式

3 33 log | |y x x C  ( )

x
yey

yxeyx

xeyyx

x
y

x
y

x
y













y u y u xu
x

   とおくと

㋐ 

1u due
dx x



3C C とおく



 ⑷ 
x
y

x
yy tan   ㋐ 

    u
x
y
  とおくと uxuy   

   よって㋐は 
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 ⑴ 222 xyyxy   
2

2 2 1

2 2

y
xy xy

yxy
x

y u y u xu
x

       

   とおくと

 

よって㋐は 

 

 

 

2
2 1

1
u du dx

xu
 

     公式 30 25  

 

 

 

 

 

 

 

を代入すると， 11  yx  2C   

∴ xyx 222    ∴ 11 22  yx )(  

 

2

2

log | 1 | log | |

log | 1 |

u x C

u x C

   

 ( )

2

2

2 2

1

1

cu x e C

y x C
x

x y C
x

   

        

 

( )

1 1tan
tan

duu xu u u
u dx x

   

1 1 cos sin
tan sin sin

30

log | sin | log | | 25

sinlog

sin

sin

c

u udu dx du du
u x u u

u x C

u C
x

u e C
x

y Cx
x

  

 



  

 

    ( )左辺

公式 より

公式

とおく

㋐ 

2

2 2

2

1
2

1 1 2 1
2 2 1

uu xu
u

u u u duxu u
u u dx xu

 

       




（公式 30 ） 

 ⑵ 0 yyxyx )()(  

 

                ㋐ 

 

 

 

   よって㋐は 

   
2

2

1
1

2 1 1 1
1 2 1

uu xu
u

u u u duxu
u dx xu u

  


     
  

 

   2
1 1

2 1
u du dx

xu u
 

    

   

2

2

2

1 ( 2 1)
2

2 1

1 log 2 1
2

u u
du

u u

u u C

 


 

   





左辺
 

   なので 21 log 2 1 log
2

u u x C      

   よって 2log 2 1 2 log 2u u x C      

    

22

2
2

2

2 2

2 2 2

2 2

log 2 1 log 2

log 2 1 2

log 2 2

2

0 0 0

2 0

C

u u x C

y y x C
xx

y xy x C

y xy x e C

x y C

y xy x

   

 
    

 

  

    

  

  

とおく

， を代入して

よって

 

 

 

 

  

1

1

y
x y xy

yx y
x

y u y u xu
x

    
 

   とおくと



 

 ⑶ 1 log 1 1y yy x y
x x
      
 

( ， ) ㋐ 

   
y u y u xu
x

   とおくと  

   よって㋐は 

    

1 log

1 1log
log

u xu u u

duxu u u
u n dx x

  

  

( )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 1
log

1
(log ) log log 30

log log

log | log | log | |

loglog

log

log

C

Cx Cx

du dx
u u x

uu du du u C
u u

u x C

u C
x

u e C
x

y Cx
x

y e y xe
x




   

 



  



  




  



左辺 (公式 )

とおく

1 1 1 0Cx y e C

y x

    

 

， を代入して
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 ⑴ 3xyyx   

21y y x
x

     ㋐ 

  [1] 1 0y y
x

    の一般解を求める。 

  1y y
x

    

 

 

 

 

 

 

  [2] B を x の関数 u とおくと 

    uy
x

  ㋑  

    2
u x uxy

x
    より（公式 23 ） 

    2
u uy
x x
    ㋒ 

   ㋐に㋑㋒を代入して 

 

 

 

 

 

   ㋑に代入して 

4 31 1 1
4 4

Cy x C x
x x
      
 

 

 

 

  

1 1

log | | log | | log | | C

dy dx
y x

y x c xy C xy e B

Bxy B y
x

 

      

 

 
とおく

2
2 2

3

41
4

u u u x
x x x

u x

u x C

   

 

 



 

 ⑵ 122  xyyx  

   2
2 1y y
x x

    ㋐ 

  [1] 2 0y y
x

   の一般解を求める。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  [2] B x u　を の関数 とおく 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2

2

2

2

1 2

log | | 2 log | | 25

log log

log

C

dx
y x

y x c

y x C

yx C

yx e B

By
x

 

  

 



  



 
(公式 )

とおく

2 3 3 2
2 2 1

1

u u u
x x x x

u

u x C

   

 

 

2 2
1 1 Cy x C

xx x
    ( )

2

1 2

y y
x

dy
y dx x

   

 

2 2

2 2 2

2 3
2

u x u xuy y
x x
u uy
x x

  

  

( )
より

( )
㋑ 

㋒ 

㋐に㋑ ㋒を代入して 

㋑に代入して 



 ⑶  

 

 

  [1] 1 0
log

y y
x x

    の一般解を求める。 

    

1
log

1 1
log

y y
x x

dy
y dx x x

  


 

   1 1
log

dy dx
y x x

    

    右辺は

1
(log ) log log 30

log log
xx dx dx x C

x x


     
  

公式  

   log | | log | log |y x C    

   

log log

log
log

C

y x C

By x e B y
x



   

( )

とおくと
 

  [2] B を x の関数 u とおく 

   
log

uy
x

  ㋑より 2

1log
2 23

log

u x u
y

x

  
  (公式 )

( )
 

   2 loglog
u uy

xx x
   

( )
 ㋒ 

   ㋐に㋑ ㋒を代入して 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

log log

1 1
log

xy x y x

y y
x x x

  

  

2

2

2 2

2

1 1
log log loglog

1 log

1 log log log

log log log log ( 31 )

loglog

log 2 log

1 log
2 2

u u u
x x x x xx x

u x
x

u x dx x x dx
x

x x x x dx

xx dx
x

x u u x C

Cu x





    

 

 

 

 

   

 

 


( )

( )

( )( ) ( )( ) 公式

( )

( ) より ( )

( )

㋐ 

㋑に代入して 21 1 log
log 2 2

Cy x
x
   
 

( )  

 1 log
2 log

Cy x
x

 

2
C C  

 
とおく



 

 ⑷ xyy sin3   ㋐ 

  [1] 3 0y y   の一般解を求める 13 3dyy y
y dx

    

     

 

 

 

 

  [2] B を x の関数 u とおく 

     3xy ue   ㋑ 

     3 32x xy u e ue     ㋒ 

     ㋐に㋑ ㋒を代入して 

       3 3 33 3 sinx x xu e ue ue x     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

31 3sin cos
10

xy x x Ce    ( )

 

3

3

3

3 3

3 3

3 3

3 3

3 3

3

sin

sin

cos

( cos ) cos 31

cos 3 cos

cos 3 cos

cos 3 sin

cos 3 sin sin 31

cos 3

x

x

x

x x

x x

x x

x x

x x x

x

u e x

u e x dx

e x dx

e x e x dx

e x e x dx

e x e x dx

e x e x dx

e x e x e dx

e x







 

 

 

 

  



 



 

  

    

  

  

   

  











( )

( )( ) 公式

( ) ( )

( )

( ) 公式

3 3

3 3 3

sin 9 sin

10 sin cos 3 sin

10

x x

x x x

e x e x dx

e x dx e x e x C

u

 

 



   


よって

左辺は である。

3 3

3

1 3

25

log | | 3 x C C x

x

dy dx
y

y x C y e y e e

y Be





     



 
公式 より

とおく

31 3sin cos
10 10 10

x C Cu e x x C       
 

従って

( ) とおく

㋑に代入して 
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 ⑴ )，( 1103  yxxyyx  

13  y
x

y  ㋐ 

  [1] 
3 0y y
x

    の一般解を求める。 

    3 1 3dyy y
x y dx x

    

    

3

3

3

3

1 3 25

log 3 log

log log

log

C

dy dx
y x

y x C

y x C

yx C

yx e B

By
x

 

  

 



  



  公式

とおくと

 

 

  [2] B x u　を の関数 とおく  

    3
uy
x

  ㋑より
3 2

3 2
3 23u x u xy

u
    公式
( )

 

    3 4
3u uy

x x
    ㋒ 

    ㋐に㋑ ㋒を代入して 

 

 

 

 

    ㋑に代入して 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

3

11 1 1
4

5
4

1 5
4 4

x y C

C

y x
x

    

 

   

， を代入すると

3 4 4

3

4

3 3 1

1
4

u u u
x x x

u x

u x C

    

  

  

4
3

3

1 1
4

1
4

y x C
x

Cx
x

     
 

  



 ⑵ xy y e     ㋐ 

  [1]  

 

 

 

 

 

 

 

 

  [2] B を x の関数 u とおくと xy ue  ㋑， x xy u e ue     ㋒ 

    ㋐に㋑ ㋒を代入して 

     

 

 

 

    ㋑に代入して 

 

 

 

 

 

 

  

0

1 1

1

log | | 25
x C C x

x

y y

y y

dy
y dx

dy dx
y

y x C

y e y e e

y Ce

  



  

  

 

 

  

   



 

の一般解を求める。

公式

とおく。

2

21
2

x x x x

x

x

u e ue ue e

u e

u e C

     

 

 

1
2

0 0

1 10
2 2
1
2

x x

x x

y e Ce

x y

C C

y e e





  

 

    

  

， を代入すると

　

( )



 ⑶ 1sincos  xyxy  

   sin 1
cos cos

xy y
x x

    ㋐ 

  [1] sin 0
cos

xy y
x

   の一般解を求める。 

     

sin
cos

1 sin
cos

xy y
x

dy x
y dx x

 

 
 

    
1 sin

cos
xdy dx

y x
 
  

   

    cos log cos 30
cos

x dx x C
x
   ( )右辺 (公式 ) 

    公式 25 より 

 

 

 

 

 

  [2]  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

log log cos

log
cos cos

cos
cos

C

y x C

y yC e
x x

y B y C x
x

 

  

 とおくと

cos

cos sin

1cos sin sin
cos

B x u

y u x

y u x u x

u x u x u x
x



  

   

を の関数 とおく

2
1

cos

tan 26

sin cos

0 1 1

sin cos

u
x

u x C

y x C x

x y C

y x x

 

 

  

  

  

(公式 )

， を代入して

㋑

㋐に㋑ ㋒を代入して 

㋒ 

㋑に代入して 
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点 P における接線  )( xXyyY   

点 R の x 座標は 0 yy y X x X x
y

    


( ) より  

        
y X x
y

  


 

∴ R 2y yx x
y y

 
       

Q  

 ∴ 2
y

y  

   1 1
2

dy
y dx




 

1 1
2 2

1
2

1
2

1 1
2

1log
2

0 2 2

2

x C xC

x

x

dy dx
y

y x C y e y e e

y Ce

x y C

y e

  










 

      



  

 



とおく

， 　を代入して
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 ⑴ 









xy
xyy

dx
dy 12  

 xyu   とおくと uy
x

 ㋑ yxyu   より 

 

∴  

 

 

 ⑵ 3
1 1

2
du
dxu

 より 

 

 

 

 

 

 

2
2 2

1
log

y C
x Cx

 
 

( は任意定数)
( )

 

2 2

uuu y u x u u uxy
x x xx x

         

2 3

2 2 2

3 3

2

1u u u u uu
x x ux x x

u u uu
x xx

           
   

   よって

3

2

2

2 2

2 2
2

1 1

1 log 25
2

1 2 log 2

1 2 log

1 log

du dx
xu

u x C

x C
u

x C
x y

x x C
y





  

  

  

  

 
公式

とおく

( )

㋒

㋐ 

㋐に㋑ ㋒を代入すると 
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 ⑴ yxxey   

   y xdye xe
dx

   

 

 

 

 

 ⑵  

 

 

   
y u
x
 とおくと y ux  ㋑ y xu u    ㋒  

   ㋐に㋑ ㋒を代入して 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

31

1

y x x x x

y x x

y x

e dy xe dx x e dx xe x e dx

e xe e C

e e x C C







    

   

   

   ( ) ( ) (公式 )

( ) ( は任意定数)

x
y

x
yy

xyyyx










2

22

2

2
2

1 12
2

xu u u u

duxu u u
dx xu u

   

   


 

2

2

2

2
2

2
2

1 1
2

1 1 1 1
2 2

1 log log 2 log 25
2

2log 2 log 2

log 2

2log 2

2

2 2

C

du dx
xu u

du dx
u u x

u u x C

u x C
u

x C

u C
ux

u e C
ux

y
y xx C C

y yxx
x

 
  

 
  




       

    

  

 

 

   

 
 



公式

公式６

とおく

2
2

1
xy C
Cx




より ( は任意定数)

㋐

 

22y x Cx y 

左辺は公式 １ で 

 として 

a，b を求める。 



 ⑶ 21 1dyx xy
dx

  ( )  

    
2 2

1
1 1

dy x y
dx x x

 
 

 ㋐   

  [1] 
21

dy x y
dx x




 の一般解を求める。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  [2] B を x の関数 u とおくと 21y u x  ㋑ 
1

2 2 211 1 2
2

y u x u x x


     ( )  

               2

2
1

1
xuy u x

x
   


㋒ 

    ㋐に㋑ ㋒を代入して 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21y x C x C   ( は任意定数)

2 2

2

1
2 2

2

2

2

2

1 11 2 30
1 1

1log log 1 25
2

log 1

log log 1

log
1

1

1

C

xxdy dx dx
y x x

y x C

x C

y x C

y C
x

y e B
x

y B x


 

 

  

  

  




  


 





 
( )

公式

公式

よって

とおくと

2 2
2 22

3
2 2

2

11 1
1 11

1

1

1

xu xu x u x
x xx

u
x

xu C
x

     
 

 


 


( )

㋑に代入して 

2

2
1

1
xy C x

x

 
      
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 ⑴ )，()()( 22011 22  yx
dx
dyxyyx  

    

2 2

2 2

1 1

1 1

dyy x x y
dx

y dy x
dxy x

   

 
 

( ) ( )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ⑵ 





 

2
1coscos yxx

x
yy

x
yyx ，  

   cos cos 1y y yy
x x x

    ㋐ 

   
y u
x
 とおくと y ux  ㋑   y u xu    ㋒  

   ㋐に㋑ ㋒を代入して 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2 2

1 1

1 11 1 30
2 21 1

1 1log 1 log 1
2 2

log 1 log 1 2

log 1 1 2

1 1 C

y xdy dx
y x

y xdy dx
y x

y x C

y x C

y x C

y x e C

 
 

  
 

 

    

   

  

    

  

 
( ) ( )

(公式 )

( )( )

( )( ) とおく

2 2

2 2 9

1 1 9

x y C

x y

  

   

， を代入して

( )( )

cos cos 1

1cos 1 cos

1cos

sin log

sin log

u xu u u u

duxu u u
dx x

u du dx
x

u x C

y x C
x





  

  



 

 



( )

1
2

sin log1 1
2

sin log 1

x y

C C

y x
x





 

  

  

， を代入して

より



 ⑶ 





  2

4cos
1

sin
cos

2 yx
x

y
x
xy ，


 ㋐   

  [1] cos 0
sin

xy y
x

   の一般解を求める 

     1 cos
sin

dy x
y dx x

  

 

 

 

 

 

 

 

 

  [2] B x uを の関数 とおく　 

    
sin

uy
x

 ㋑，
2 2

sin sin cos
sinsin sin

u x u x u u xy
xx x

     
( )

 ㋒ 

   ㋐に㋑ ㋒を代入して 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

12 2
1 1 14
2 2 2

12 2 0
1
2

1
sin cos

Cx y

C C

y
x x

   


  

 

， を代入すると

1 cos sin 30
sin sin

log log sin

log sin

sin

sin

c

x xdy dx dx
y x x

y x C

y x C

y x e B

By
x

   

  



  



   ( ) 公式

とおくと

2 2

2

1
2 2

cos cos 1
sin sin sinsin cos

sin
cos

sin 1
cos
1

cos

1 1 1
sin cos sin cos sin

u u x x u
x x xx x

xu
x
xu dt t C
x t

u C
x

Cy C
x x x x x



   

 

   

 

      
 

 

㋑に代入して 

 とおくと 

，  
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 ⑴ 4y ay x    ㋐ 

  [1] y ay  の一般解を求める。 

    1 dy a
y dx

  

 

 

 

 

 

 

 

  [2] B x uを の関数 として　 

      axy ue  ㋑   ax axy u e aue    ㋒ 

    ㋐に㋑ ㋒を代入して 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

2

4

4

14 4

1 14

4 4

4 4 1

4 1

4 1

ax ax ax

ax

ax ax

ax ax

ax ax

ax ax

ax

ax

u e aue aue x

u e x

u e x dx e x dx
a

e x e x ax
a a

u e x e dx
a a

e x e C
a a a

e x C
a a

y ax Ce C
a



 





   

  

      
 

  

 

   


    
 

   








( )

( ) ( は任意定数)

1

log
ax C

C ax

ax

dy a dx
y

y ax C

y e

y e e

y Be










 



  





とおく

㋑に代入して 



 ⑵  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

2
4 1

4

0 2 1

ax

ax

y ax Ce
a

y Cae
a

x y y

   



   


  

( )

に ， ， を代入

2

4242

1 14
2

41

a CaC aa
a C

Ca
a

        
   

  



より ，

16148

141
2
116

2

2









 

x

x

ex

exy

16148

2
1

2 



x

exy

a

㋓ 

㋓より 
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 ⑴ 22 0xyy y x     

   11 1
2 2

y y y
x

     ㋐ （ベルヌーイの微分方程式のタイプ 1n   ） 

   2z y  ㋑とおくと， 2z yy  より㋐の両辺に 2y をかけると 212 1yy y
x

     なので 

   1 1z z
x

      ㋐′ 

  [1] 1z z
x

   の一般解を求める。 

     1 1
2

dz
dx x

 より 

 

 

 

 

 

 

 

  [2] C x uを の関数 として　z ux  ㋒  z u x u    ㋓ 

    ㋐に㋒ ㋓を代入すると 

 

 

 

 

    ㋒に代入して logz x x Cx     

    ㋑より    2 logy x x Cx C    ( は任意定数)  

 

 

 

 

  

1 1

log log

log

C

dz dx
z x

z x C

z C
x

z e B
x

z B
x
z Bx


 

 


 



  





とおくと

1

1

log

u x u u

u
x

u x C

    

  

  



 ⑵ 2 cos siny y y x x   ( ) ㋐ （ベルヌーイの微分方程式のタイプ， 2n  ） 

   1z y とおくと， 21z y y  ( ) より㋐の両辺に 2y をかけると 2 1 cos siny y y x x     ( )なので 

   cos sinz z x x    ( ) ㋐′ 

   [1] 0z z   の一般解を求める。 

      

1 1

1
2

x C C x x

dz dzz
dx z dx

dz dx z x C

z e e e Be

 

  

     

  より log

よって とおく

 

   [2] B を x の関数 u として 

      xz ue  ㋑， x xz u e ue    ㋒ 

     ㋐′に㋑ ㋒を代入して 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 2 cos

1cos cos
2

cos

1
cos

x

x x

x

x

u e x C

u e x C e x C

z x Ce

y
x Ce



 

  

     

 




とおく

したがって C( は任意定数)

cos sin

cos sin

cos sin

cos sin cos sin cos sin 31

cos sin sin cos

cos sin sin cos

x x x

x

x

x x x

x x

x x

u e ue ue x x

u e x x

u e x x dx

e x x dx e x x e x x dx

u e x x e x x dx

e x x e x x





  

 

 

     

   

  

      

    

     


 




( )

( ) より

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( 公式 )

よって ( ) ( )

( ) ( )( )

 
cos sin

sin cos sin cos

2 cos cos sin

2 cos

x

x x

x x

x

dx

e x x

e x x e x x dx

e x e x x dx

e x u



 

 



 

      

    

 




( )

( ) ( )

( )

（㋓より）

㋑に代入 2 して 

㋓
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 ⑴ 122  xyyx  

   
2

2 1y y
x x

    ㋐ 

  [1] 2 0y y
x

   の一般解を求める。 

     1 2dy
y dx x

   

 

 

 

 

 

 

 

 

  [2]  B を x の関数 u とおいて 2
uy
x

  ㋑， 

      
2

4
2u x u xy

x
    より 2 3

2u uy
x x
    ㋒ 

     ㋐に㋑ ㋒を代入して 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 注 問題の式は線形方程式なので特異解は存在しない。 

   したがって 
2

1lim 0
x

C
x x

   
 

 

 

 ⑵  

 

 

 

 

2

2

2

2

1 2

log 2 log

log log

log

C

dy dx
y x

y x C

y x C

yx C

yx e B

By
x

 

  

 



  



 

とおく

2 3 3 2

2 2

2 2 1

1

1 1

u u u
x x x x
u

u x C

Cy x C C
xx x

   

 

  

   ( ) ( は任意定数)

2

11
2 4

2
3

1 2
3

y y

CC

c

y
x x



  

  

  

(1) (2) より

㋑に代入して 

よって 2
1lim lim 0

x x

Cy
x x 

    
 
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 ⑴ 
cbyax
CByAxy


  ㋐ 

   

 

 

 

 

 

   
a
A

b
B

のとき 






0

0

00

00

cbyax
CByAx

 

  を満たす 00 yx ， が存在するので  （公式 37 ） 

  

YA B
dY AX BY X

YdX aX bY a b
X

 
 
  

と同次形になる。 

 

 ⑵ 
b
B

a
A 

c
C

のとき 

   
A akA B k

a b B bk


 


とおくと  より㋐は 

k ax by Cdy
dx ax by c

 


 
( )

 

   u ax by   とすると  dy ku C
dx u c




である。㋑ 

   一方 u a by   より 

    u ay
b
    なので ㋒ 

   ㋑ ㋒より 

    

1 du ku Ca
b dx u c

dy ku Ca b
dx u c

du ku C b a
dx u c

     

  


  


と変数分離形になる。

 

 

 

 

 

  

0 0x X x y Y y

dY
dy dydx dX dY dYdxy

dXdx x dx dx dx dX
dx

   

    

， とする

， より

0 0

0 0

AX BY Ax By CdY
dX aX bY ax by c

   


   

よって



 ⑶ 







052
032

yx
yx

 より 
3
7

3
1  yx ，  

   

2

1 7
3 3

2
2

2 1 2

2
1 2

2 2 2
1 2 1 2

x X y Y

Y
dY X Y X

YdX X Y
X

Y u Y Xu
X

X Y u Xu

uu Xu
u

u uXu u
u u

   


 
 

 

  

 


    
 

， とすると

とおくと

両辺を で微分して  

    
2

2
2 1 1 2 2 2

11 2 1
3

du u u du
dx X u dx Xu x

     
  

より  

   

2

3 4

3 4

1 2 2
11
3

1 1
3

1 3
22 2

1 1

1 3log 1 log 1 2 log
2 2

0 log 1 log 1 4 log

log 1 1

1 1

1

c

u du dx
u x

dxx X dx dX
dX

du dX
u u X

u u X c

u u X c

u u X c

u u X e C

Y
X




 
 








 





 
 

   

  
    

 

     

     

   

     

 


右辺で なので ( )

( ) ( )

公式６より

( )( )

( )( ) とおく

3
4

3

3

1

1 7
3 3

8 2
3

Y X C
X

X Y X Y c

X x Y y

x y x y C

C

     
  

  

   

      
 

( )( )

， より

( )

　 ( は任意定数)

 

（⑴の 0x と 0y を求めた） 

㋓ 

㋔ 

㋓に㋔，㋕を代入すると 

㋕ 

両辺を x で積分して 

㋔より 
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  （考え方） 22 1 4 1 2y x y x y x     ( ) ( )  ㋐はリッカチの微分方程式のタイプである。 

  今，特殊解が 1y  なので 

  1y u  とおくと例題３で考えたようにベルヌーイの微分方程式（ 2n  ）のタイプになる。 

  （解） 1y u  ㋑とおくと y u  なので 

     ㋐は 

 

 

      22 2 1 4 1 2 1u x x u x u      { ( ) ( )} ( )  

     よって 22 1u u x u   ( )  ㋐′ 

     これは例題２よりベルヌーイの微分方程式（ 2n  ）のタイプである。 

     1 uz  ㋓ とおくと 2z u u    ㋔ （公式 24 ） 

     ㋐′に㋓ ㋔を代入する。 

       ㋓は 1u
z

   ㋔は㋓より 2z z u   なので 2
1u z
z

 


なので 

       ㋐′は 2 2
1 1 12 1z x

zz z
   


( )  

     よって )( 12  xzz ㋐″ 

    [1] 0 zz の一般解を求める。152⑵の解答より xz Be （B は任意定数） 

    [2] B を x の関数 v とおくと xz ve  ㋕  x xz v e ve    ㋖ 

      ㋐″に㋕ ㋖を代入すると 

 

 

 

 

 

 

 

 

       ㋕に代入して 2 1 2 xz x Ce     ( )  

       したがって 2 1 xz x Ce    

       ゆえに㋓より 1
2 1 xu
x Ce


 

 

       したがって㋑より 1 1
2 1 xy

x Ce
 

 
 (C は任意定数) 

 

 

 

12  xveveev xxx

2 1 2 1

2 1

2 1 2 1 31

x x

x

x x

v e x v e x dx

e x dx

e x e x dx

 



 

      

   

       






( ) より ( )

( )( )

( )( ) ( )( ) （公式 ）

2

2 2

2

2 1 1 4 1 1 2

2 1 2 1 4 1 4 1 2

2 1 4 2 2 1 4 1 2 1

u x u x u x

x u u x u x x

x u x u x x u x

       

        

         

( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2

2 1 2

x x

x x

v e x e dx

e x e C

 

 

     

     

よって ( ) ( )

( )



５章 微分方程式 

３節 2 階微分方程式 

 

A 

156 （C，D は任意定数とする） 

 ⑴ xy 2  

2 31
3

y x C y x Cx D       

 ⑵ 
x

y 1  

 

 

 

 

 

 

 

 ⑶ xxy sin  

    

sin cos

cos cos

cos sin 31

x x dx x x dx

x x x x dx

x x x C

 

  

   

 


( )

( ) ( )( )

公式

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

log

log ( ) log

log log

log 31

log

y x C

x dx x x dx

x x x x dx

x x x C

y x x x Cx D

  



 

  

   

 


（公式 ）

cos sin

cos (sin )

sin ( ) sin

sin cos

sin cos cos

sin 2 cos

y x x x C

x x dx x x dx

x x x x dx

x x x D

y x x x x Cx D

y x x x Cx D

    

 

  

   


     

    

 

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 ⑴ 01 yy ㋐ 

pypy  とおくと  

よって ㋐は 

   2

2

1

1

1
2

2 2 2

2

pp

p dp dx

p x C

p x C C C

p x C

 



 

 

  

 

（ を改めて とかく）

 

1
22 2y x C x C      ( )  

1
2

1
2

3
2

3
2

12 2 2
2

1
2

1 2
2 3

1 2
3

dty x C dx x C t dx dt
dx

t dt

t D

x C D

        
 

 

   

   





( ) とおくと

，

( )

 

 したがって 
3
21 2

3
y x C D   ( )  

 

 ⑵ 12  )(yy  
   pypy  とおくと  

 

 

 

 

 

 

 

   

tan

sin - costan
cos cos

P x C

x C x Cy x C dx dx
x C x C

  

     
 

  
 

( )

( ) ( ( ))
( )

( ) ( )

 

 

 

 

2

2

2

2

1

1

1

1 1
1

1
1

Tan 28

p p

p p

dp
dxp

dp dx
p

p x C






  

  







 


公式

30

log cosy x C D   

したがって公式 より

( )
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 ⑴ 01 2  )()( yyy  

   y p とおくと
dp dp dy dpy p
dx dy dx dy

     

 

21 0

1

1 1
1

log log 1

log
1

1

1

1

1

1
1

log 1

1

1

C

C

Cx D Cx D

Cx

dpy p p
dy

dpy p
dy

dp dy
p y

p y C

p C
y

p e
y

p e C
y

p C y

y C y

dy C dx
y

y Cx D

y e De e D

y De



 
 
 
 






  

  




  







  


 

  




  

    

  



( )

( )

（改めておく）

( )

( )

を改めて とおく
   

 

  



 ⑵ 12  )( yyy  

   y p  とおくと
dp dp dy dpy p
dx dy dx dy

    なので 

   与式は 2 1dpy p p
dy

  とかける。 

    

   2
1

1
p dp

dy yp
 


 より 

     

 

 

 

    と表せるので公式 30 より 

    

2

2

2 2

2 2

2
2

2
2

2

2

1 log 1 log
2

log 1 2 log

log 1

1

1

1

C

p y C

p y C

p y C

p y e B

Bp
y

Bp
y

B yp
y

   

  

 

   

 

 


 

( ) とおく 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

2

2

2

2

2

2 2

2 2

1

1

1

12
2

1 1 1
2

y dy
dxy B

y dy dx dx
dxy B

y dy dx
y B

t y B

dt y dt ydy
dy

dt dx
t

t x D

t x D

y B x D

x D y B B C D E

 


 


 


 

   
 

 

  

 

  

  
















ここで とおくと

より

よって ( )

従って ( )

( ) 　　　　（ ， ， ， は任意定数）

21dpyp p
dy

 

2

2

2

2

1
1

1
1

( 1)1 1
2 1

p dp dy
dy yp

p dp dy
yp

p dp d y
yp

 


 



 



  

  

  
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 ⑴ 333
2

3
3 23

31
xxx

x
xxxxW )，( 0  ∴ 1 次独立である。 

 

 

 ⑵ 022
2
22 22  xx

xx

xx
xx ee

ee
eeeeW )，(   ∴ 1 次独立ではない。 

 

 

 ⑶ 
xexexexe

xexexexeW xxxx

xx
xx

2sin22cossincos
2coscos2coscos


)，(  

)}()({ xxxxxxe x sincos2cos2sin22coscos2  0  ∴ 1 次独立である。 
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 ⑴ 1y y    ㋐について 

   x n xe e( )   より 0x xy y e e       よって xy e は ㋐の解 

   x n xe e ( )  より 0x xy y e e       よって xy e も ㋐の解 

200 






 ee

ee
eeeeW xx

xx
xx )，(また 0 

したがって，これらは 0 yy の 1 次独立な解である。 

 

 ⑵ 1 0 0 0 1 1y y y y y          ，について ， より ( ) よって  

11  yyy は の解である。 

 

 ⑶ ⑴，⑵より㋐の一般解は 1x xy Ce De     （C，D は任意定数） 
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 ⑴ 023  yyy  

  特性方程式 

21

021

0232







，

)()(

より







 

2x xy Ce De    （C，D は任意定数） 

 

  

注意 0 は「すべての x について 0」とい
う意味 

注意 0 は「すべての x について 0」が成
立していないという意味 

（たとえば 
2

x  のとき 1e ( ) 0 ） 

（2 つの異なる実数解）



 ⑵ 044  yyy  

  特性方程式 

     

2

02

044
2

2













)(

より

 

   2xy C Dx e  ( )  （C，D は任意定数） 

 

 ⑶ 09  yy  

  特性方程式 
2 9 0

3i





 

 

より
 

  0 cos 3 sin 3xy e C x D x ( )  

   cos 3 sin 3y C x D x    （C，D は任意定数） 

 

 ⑷ 02  yyy  

  特性方程式 

  

2 2 0

1 7
2

i

 



  

 

より

 

   
1
2 7 7cos sin

2 2
x

y e C x D x
  

   
 

 （C，D は任意定数） 
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 ⑴ 06  yyy  

  特性方程式 
2 6 0

2 3 0 2 3

 

  

  

     ( )( ) ，
 

   

2 3

2 32 3

x x

x x

y Ce De

y Ce De





  

   
 

   を代入して，， 120  yyx  

2
1 1

1 2 3

C D
C D

C D

   
  

これより ，  

   xx eey 32    

 

 

  

（重解） 

（虚数解） 

（虚数解） 

（異なる 2 つの実数解）



 ⑵ 02  yyy  

  特性方程式 
2

2

2 1 0

1 0 1

 

 

  

   ( )
 

   

x

x x

y C Dx e

y De C Dx e

  

   

( )

( )
 

   を代入して，， 210  yyx  

1
1 1

2

C
C D

D C

  
 

これより ，  

   xexy )(  1  

 

 ⑶ 032  yyy  

   特性方程式 
22 3 0

1 23
4

i

 



  

 

より

 

1
4

1 1
4 4

23 23cos sin
4 4

23 23 23 23 23 231 cos sin sin cos
4 4 4 4 4 4 4

x

x x

y e C x D x

y e C x D x e C x D x



 

 
   

 

   
         

   

 

を代入，のとき　 200  yyx  

0
80231 232

4 4

C
C D

C D


   
   



これより ，  

xey
x

4
23sin

23
8 4

1
  

（重解） 

（虚数解） 
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 ⑴ xyyy 2127   ㋐  

  （ⅰ） 7 12 0y y y    の一般解を求める。 

特性方程式 2 7 12 0     
      3 4 0 3 4     ( )( ) ，  

 3 4x xy Ce De    

 

  （ⅱ）㋐の 1 つの解を BAxy  と予想 ㋑  0 yAy ， を㋐に代入して 

xBAxA 212127   

  ∴  

 

 

よって㋑は 
72
7

6
1  xy  

     （ⅰ）（ⅱ）より㋐の一般解は， 3 41 7
6 72

x xy x Ce De     

 

 ⑵ 1106 2  xyyy  ㋐ 

  （ⅰ） 6 10 0y y y    の一般解を求める。 

特性方程式  

  

2 6 10 0

6 2 3
2

i
i

 



  


  

 

  （ⅱ）㋐の 1 つの解を 2y Ax Bx E   と予想 ㋑  AyBAxy 22  ， を㋐に代入して 
2 2

2 2

2 12 6 10 10 10 1

10 12 10 2 6 10 1

A Ax B Ax Bx E x

Ax A B x A B E x

      

       ( )
 

10 1
1 3 1912 10 0

10 25 125
2 6 10 1

A

A B A B E

A B E


      


  

より ， ，  

  
2 18 10 1

10 25
E    

よって㋑は 21 3 19
10 25 125

y x x    

     （ⅰ）（ⅱ）より㋐の一般解は， 2 31 3 19 cos sin
10 25 125

xy x x e C x D x    ( ) 

 

，

，

6
1
212





A

A 7 12 0

12 7

7 1 7
12 6 72

A B

B A

B

  



  

ょって P.56（ⅲ）より 3 cos sinxy e C x D x ( ) 



 ⑶ xeyyy  82  ㋐ 

  （ⅰ） 2 8 0y y y    の一般解を求める。 

特性方程式  
2

2 4

2 8 0

2 4 0 2 4
x xy Ce De

 

  


  

     

 

( )( ) ，  よって P.56 ５（ⅰ）より 

  （ⅱ）㋐の 1 つの解を xAey  と予想 ㋑  xx AeyAey  ， を代入して 

2 8

15 1
5

x x x xAe Ae Ae e

A A

  

   
 

よって㋑は
1
5

xy e   

     （ⅰ）（ⅱ）より㋐の一般解は， 2 41
5

x x xy e Ce De     

 

 ⑷ xyyy cos243   ㋐ 

  （ⅰ） 3 4 0y y y    の一般解を求める。 

特性方程式 2 2 8 0     
        2 4 0 2 4       ( )( ) ，  

  4x xy Ce De   

  （ⅱ）㋐の 1 つの解を xBxAy sincos  と予想すると ㋑ 

     sin cosy A x B x     ㋒ 

     cos siny A x B x     ㋓ 

㋐に㋑㋒㋓を代入して 

xxBxAxBxAxBxA cos2sin4cos4cos3sin3sincos   

     よって 5 3 cos 5 3 sin 2 cosA B x B A x x     ( ) ( )  
10 5

5 3 2 25 15 10 34 17
5 3 0 15 9 0 6 3

34 17

AA B A B

B A B A B

          
 
           

より  

よって㋑は xxy sin
17
3cos

17
5   

     （ⅰ）（ⅱ）より㋐の一般解は， 45 3cos sin
17 17

x xy x x Ce De      

 

  



 ⑸ xyy 2sin4   ㋐ 

  （ⅰ） 4 0y y    ㋑ の一般解を求める。 

特性方程式 2 4 0    
        2i    

  0 cos 2 sin 2 cos 2 sin 2xy e C x D x C x D x   ( )  

  （ⅱ）㋐の 1 つの解を )( xBxAxy 2sin2cos  と予想 ㋒ 

               （（ⅰ）より cos 2 sin 2y x y x ， が㋑の解なのでこのように予想する。） 

     

cos 2 sin 2 2 sin 2 cos 2

2 cos 2 2 sin 2

2 cos 2 2 2 sin 2 2 sin 2 2 2 cos 2

4 4 cos 4 4 sin 2

y A x B x x A x B x

A Bx x B Ax x

y B x A Bx x A x B Ax x

B Ax x A Bx x

     

   

         

    

( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

 

㋐に㋒ ㋓ ㋔を代入すると 

      
4 4 cos 4 4 sin 2

4 cos 2 4 sin 2 sin 2

B Ax x A Bx x

Ax x Bx x x

   

  

( ) ( )
 

よって 0
4
1

04
14









BA
B
A

，  

つまり㋒は xxy 2cos
4
1  

     （ⅰ）（ⅱ）より㋐の一般解は， 1 cos 2 cos 2 sin 2
4

y x x C x D x     

 

 ⑹ xeyyy  2  ㋐ 

  （ⅰ） 2 0y y y     ㋑ の一般解を求める。 

特性方程式 2 2 1 0     

    

21 0 1
xy C D e

 


    

  

( )

( )
 

  （ⅱ）㋐の 1 つの解を xeAxy  2  ㋒と予想 

            （（ⅰ）より x xy e y xe  ， が㋑の解なのでこのように予想する。） 
2 22 2x x xy A xe x e Ae x x      ( ( )) ( ) ㋓ 

2

2

2

2 2 2

2 2 2

4 2

x x

x

x

y A e x x e x

Ae x x x

Ae x x

 





     

    

  

{( )( ) ( )}

( )

( )

 

㋐に㋑㋒㋓を代入して 2 2 24 2 4 2x xAe x x x x x e      ( )  

     よって
12 1
2

A A    

     よって㋒は 21
2

xy x e  

     （ⅰ）（ⅱ）より㋐の一般解は， 21
2

x xy x e C Dx e   ( )  

㋔

㋓

㋔ 
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 ⑴ 
x

yy 2cos
1  ㋐ 

  （ⅰ） 0y y    の一般解を求める。 

特性方程式  

 

 

  よって  

 

  （ⅱ）㋐の一つの解を求める。 

とする， xyxy sincos 21   




 xx
xx
xx

xxW 22 sincos
cossin
sincos

sincos )，( 1 0 

したがって ㋐の 1 つの解は 

 

2 2

2

1
2

2

1 1sin cos
cos coscos sin
1 1

sin 1cos sin
coscos

1 1
cos

1 29
1

1 1
2 2

1 1

1 log 1 log 1 25
2
1 sin 1log
2 sin 1

x x
x xy x dx x dx

xx dx x dx
xx

dt t E E
xt

dt
t

dt
t t

t t E

x
x



 
 
 
 
 

 
  

  

    




  
    

 

    

 







 





( )

（公式 ）

（公式１による分解）

公式

1 1 sin 1cos sin log
cos 2 sin 1

1 sin 11 sin log
2 sin 1

E

xx x
x x

xx
x

       

   


 

     （ⅰ）（ⅱ）より㋐の一般解は， 1 sin 11 (sin ) log cos sin
2 sin 1

xy x C x D x
x
    


 

2

2

1 0

1

i







 

 

 
0 cos sin

cos sin

xy e C x D x

C x D x

 

 

( )

2
sin 29

cos
cos sin

sin 1

x dx
x

dtx t x
dx

x dx dt

   
  

 （公式 ）

とおくと

( )

2 2
1 cos cos

cos cos 1 sin
sin cosn

cos

x xdx dx dx
x x x

dtx t x
dx

x dx dt

 


  
 

  一方

とおくと



 

 ⑵ xeyyy x log44 2  ㋐ 

  （ⅰ） 4 4 0y y y     の一般解を求める。 

特性方程式  

 

 

  よって  

  （ⅱ）㋐の一つの解を求める。 

とすると， xx xeyey 2
2

2
1   

xxxx
xxx

xx
xx exexee

xeee
xeexeeW 444

222

22
22 22

22



)，(  

したがって㋐の 1 つの解は 

 

 

2 2 2 2
2 2

4 4

2 2

2 2 2

2

log log

log log

1 1 1log log log log
2 2 2

1 1log 31
2 2

log ( ) log log log 31

log

x x x x
x x

x x

x x

xe e x e e xy e dx xe dx
e e

e x x dx xe x dx

x x dx x x dx x x x x dx

x x x dx

x dx x x dx x x x x dx

x x

 
 
 
 

  

   

         
   

 

  

 

  

 





  

公式

公式

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

1

1 1log log
2 2

1 1log log
2 4

1 3log
2 4

x x

x x

x x

dx

e x x x dx xe x x x

e x x x xe x x x

x e x x e

      
 

      
 

 



 ( )

( )

 

     （ⅰ）（ⅱ）より㋐の一般解は 2 2 2 2 21 3log
2 4

x x xy x e x x e C Dx e   ( )  

 

 

 

  

2

2

4 4 0

2 1

2

 





  

  



( )

2xy C Dx e ( )
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 ⑴  

  

 

①の両辺を t で微分すると 1 yx   よって 1y x    

1x x t   ②をこれに代入して  

よって 1x x t     ㋐ 

  [1] 0x x   の一般解を求める。 

    特性方程式 2 1 0 1      

    よって t tx Ce De   

 

  [2] ㋐の 1 つの解を BAtx  と予想 ㋑  x A   ㋒， 0x    ㋓より 

     ㋐に㋑ ㋓を代入して 

1

1 1

At B t

A B

   

   ，
 

よって㋑は 1x t     

    [1]，[2]より ∴ 1 t tx t Ce De     が㋐の一般解。 

     よって 21 t tx Ce De     なので 

①より  

 

したがって 
1

1

t t

t t

x t Ce De

y t Ce De





     


    
 

 

 

  

1 t t

y x t

Ce De t

 

    

②

①

















tx
dt
dy

ty
dt
dx



 ⑵  

  

 

よって ty x y e      ②′ 

①の両辺を t で微分して teyxx  3  

②を代入して 

 

3 ty x x e  ①より なのでこれを代入して 

3 3 4 4t tx x x x x e x x x e            より  ㋐ 

  （ⅰ） 4 4 0x x x    の一般解を求める 

特性方程式  

     

2

2

4 4 0

2 0 2

 

 

  

  ( )
 

    ∴ 2tx C Dt e ( )  

  （ⅱ）㋐の 1 つの解を tAex  と予想すると tt AexAex  ，  これらを㋐に代入して 

t

tttt

exA

eAeAeAe





1

44
 

  （ⅰ）（ⅱ）より ∴ 2t tx e C Dt e   ( )  ㋑が㋐の一般解。 

       よって 2 22t t tx e Dte C Dt e      ( )  ㋒ 

①より 3 ty x x e    なのでこれに㋑ ㋒を代入して  

2 2 2
2

2 2 2
2

2 3 3t t t t t t

t t t t t

y e c e C Dt e e C Dt e e

e c e C Dt e e C D Dt e

        

       

( ) ( )

( ) ( )
 

したがって 

2

2

t t

t t

x e C Dt e

y e C D Dt e

    


   

( )

( )
 

 

  

yxx

eeyxxx tt





3

3

②

①

















t

t

eyx
dt
dy

eyx
dt
dx 3
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 ⑴ 02  yyxyx  ㋐ 
xy   の形の解を予想すると 

1 21y x y x       ( )  

これらを㋐に代入して 

1 0x x x       ( )  

11

01101

01
2

2

，

)()(













 

したがって xy  と 1 xy は㋐の解， 

これらは 1 次独立なので㋐の一般解は 1y Cx Dx   

 

 ⑵ 032  yyxyx  ㋐ 
xy   の形の解を予想すると 

1 21y x y x       ， ( )  

これらを㋐に代入して 

1 3 0x x x       ( )  

101

012
2

2









)(
 

したがって 1 　xy は㋐の解である。また y 1Cx も解である。（C は任意定数） 

C を x の関数 u として 1y ux とおくと㋑ 

 1 2y u x ux     

 1 2 22 2y u x u x ux       これらを㋐に代入して 

1 1 12 2 3 3 0

0 0

log

u x u ux u ux ux

u x u u x

Cu x C u u C x D
x

         

     

      

より ( )  

よって，㋑に代入して 1 logy x C x D ( ) 
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 ⑴ 01  yxyyx )(  ㋐ 
xxx eyeyey  ，  よりこれらを㋐の左辺に代入すると 

つの解である。のでは微分方程式を満たすしたがって，

)()(

1

011
x

xxx

ey

exexeyxyyx




 

 

 ⑵ ⑴より 

  xy Ce も解である。（C は任意定数） 

C と x の関数 u として xuey   とおく ㋑ 

2x x x x xy u e ue y u e u e ue        ，  

これらを㋐に代入して 

2 0x x x x x x xxu e xu e xue u e ue ue xue          

pupu

uxux

uuxux







とおくと

)( 012

02

 

2 1 0 1 2dpxp x p x x p
dx

     ( ) ( ) より 1 1 2dp x
p dx x

  

1 1 2 1 2xdp dx dx
p x x

 
    

     
 

 

よって 1log log 2p x x C    

    1log 2p x C
x

   より 

 

 
2

1
xp C xe  

2
1

xu C xe  より 

 

 

 

 

C1，C2 を改めて D として 2 21 1
2 4

x xu C xe e D      
 

 

したがってこれを㋑に代入すると 2 1
4

x xCy x e De   ( )  （C，D は任意定数） 

 

 

 

  

 

 

2 2
1 1

2 2
1

2 2 2 2
1 1 2

1
2

1 1 31
2 2

1 1 1 1
2 2 2 4

x x

x x

x x x x

u C xe dx C x e dx

C x e x e dx

C xe e dx C xe e C

 

 

   

          

                 

        
 








（公式 ）

1

1

1

2

2

2
1 1

x C

C x

Cx

p e
x

e e

C e e C

 





 

  

 　 ( を改めて とおく）
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 ⑴ xeyyy x cos32   ㋐  

  [1] 2 3 0y y y    の一般解を求める。 

特性方程式， 2 2 3 0    より 
      3 1 0 3 1       ( )( ) ，  

   3x xy Ce De   

[2] ㋐の１つの解を cos sin cos sinx x xy Ae x Be x e A x B x   ( ) ㋑ 

     
 

cos sin sin cos

cos sin

x x

x

y e A x B x e A x B x

e A B x B A x

     

   

( ) ( )

( ) ( )
 

      

 

㋐に㋑ ㋒ ㋓を代入して 

2 sin 2 cos 2 cos 2 sin

2 sin 2 cos 3 cos 3 sin

cos

x x x x

x x x x

x

Ae x Be x Ae x Ae x

Be x Be x Ae x Be x

e x

   

   



 

      

 

 

よって 

12 2 2 3 0
5

2 22 2 3 1 0

AA A B B

B A B A B

    


    
より  

  
1 cos
5

xy e x    

[1]，[2]より㋐の一般解は 31 cos
5

x x xy e x Ce De     

 

 

 

  

㋒

㋓

   cos sin sin cos

2 cos 2

x x

x x

y e A B x B A x e A B x B A x

e B x Ax

         

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

 2 cos 2 sin 2 2 cos 2 2 sin

3 cos 3 sin

cos

x x

x

x

e B x A x e A B x B A x

e A x B x

e x

      

   



( ) ( ) ( )

( ( ) )



 ⑵ xxyyy sin2   ㋐ 

  [1] 2 0y y y    の一般解を求める。 

特性方程式， 2 2 1 0    より 

      21 0 1   ( )  ∴ xy C Dx e ( )  

  [2] ㋐の 1 つの解を xDxCxBxAxy cossincossin  )( と予想する。㋑ 

     

sin cos cos sin cos sin

cos sin sin cos

cos sin sin cos cos sin

sin cos 2 cos 2 sin

y A x B x x A x B x C x D x

x A x B x A D x B C x

y A x B x x A x B x A D x B C x

x A x B x A D x B C x

      

     

          

       

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

 

㋐に㋑ ㋒ ㋓を代入して 

sin cos 2 cos 2 sin

2 cos 2 sin 2 2 sin 2 2 cos

sin cos sin cos sin

x A x B x A D x B C x

x A x B x A D x B C c

x A x B x C x D x x x

      

        

    

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

 

よって 

2 1

2 0

2 2 2 0

2 2 2 0

B

A

B A D

A D B C D



 


   


    

 

     より
1 1 10
2 2 2

A B C D    ， ， ，  

∴ xxxxy cos
2
1sin

2
1cos

2
1   

[1]，[2]より㋐の一般解は 1 1 1cos sin cos
2 2 2

xy x x x x C Dx e    ( )  

 

  

㋒

㋓ 



 ⑶ xexyyy x cos23 2  ㋐ 

  [1] 3 2 0y y y    の一般解を求める。 

特性方程式， 2 3 2 0     

      1 2 0 1 2      ( )( ) ，   2x xy Ce De   

  [2] ㋐の 1 つの解を xDexCeBAxy xx sincos 22   

             2 cos sinxAx B e C x D x   ( )と予想する。㋑ 

     
 

2 2

2

2 cos sin sin cos

2 cos 2 sin

x x

x

y A e C x D x e C x D x

A e C D x D C x

      

    

( ) ( )

( ) ( )
 

     
   
 

2 2

2

2 2 cos 2 sin 2 sin 2 cos

3 4 cos 3 4 sin

x x

x

y e C D x D C x e C D x D C x

e C D x D C x

         

   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
 

㋐に㋑ ㋒ ㋓を代入すると 

 
 

 

2

2

2

2

3 4 cos 3 4 sin

3 6 3 cos 6 3 sin

2 2 2 cos 2 sin

cos

x

x

x

x

e C D x D C x

A e C D x D C x

Ax B e C x D x

x e x

  

      

   

 

( ) ( )

( ) ( )
 

よって 

 

 

 

 

 

∴ xexexy xx sin
2
1cos

2
1

4
3

2
1 22   

[1]，[2]より㋐の一般解は 2 2 21 3 1 1cos sin
2 4 2 2

x x x xy x e x e x Ce De       

 

2
1

2
1

4
3
2
1









D

C

B

A

より























026334

123643

023

12

DDCDC

CDCDC

BA

A

㋓

㋒
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 ⑴ 222 xyyy   ㋐  

  [1] 2 2 0y y y    の一般解を求める。 

特性方程式 

 

 

   P.56 (ⅲ) より cos sinxy e C x D x ( )  

  [2] ㋐の 1 つの解を CBxAxy  2 と予想すると 

     
Ay

BAxy

2

2




 

これらを㋐に代入して 
22 222242 xCBxAxBAxA   

2
1

1
2
1

0222

024

12























C

B

A

CBA

BA

A

より  

よって 
2
1

2
1 2  xxy  は㋐の一つの解。 

[1]，[2]より㋐の一般解は   ∴ 21 1 cos sin
2 2

xy x x e C x D x    ( ) ㋑ 

よって 1 cos sin sin cosx xy x e C x D x e C x D x       ( ) ( ) 

2
1

2
10  yyx を代入して 

1 1 0
2 2

11 1 22

C C

DC D

   




    

より  

㋑に代入して xexxy x sin
2
1

2
1

2
1 2   

 

2 2 2 0

2 4 1
2

i i

 



  

  



 ⑵ xx eeyyy 265   ㋐  

  [1] 5 6 0y y y    の一般解を求める。 

特性方程式 

 

   P.56 (ⅰ) より 2 3
1 2

x xy C e C e   

  [2] ㋐の１つの解を xx BxeAey 2 と予想する 

 
xxx

xxx

BxeBeAey

BxeBeAey
22

22

44

2




 

    これらを㋐に代入して 

xxxx

xxxxxx

eeBxeAe

BxeBeAeBxeBeAe
22

2222

66

105544




 

    よって 2 22 x x x xAe Be e e    

1
2
1

1

12











BA

B

A
，より  

   [1]，[2]より㋐の一般解は 2 2 31
2

x x x xy e xe Ce De     ㋑ 

2 2 2 31 2 2 3
2

x x x x xy e e xe Ce De       

110  yyx を代入して 

11 6
2

911 1 2 3 22

C D C

DC D

      




    

より  

㋑に代入して xxxx eexeey 322

2
96

2
1   

 

 

 

 

2 5 6 0

2 3 0 2 3

 

  

  

    ( )( ) ，

（注意） 

(ⅰ)より が の解なので 

第 2 項を としても B が求められない 



 ⑶ xxyyy sin6   ㋐  

  [1] 6 0y y y    の一般解を求める。 

特性方程式 2 6 0     
      2 3 0   ( )( )  2 3  ，  

  P.56(ⅰ)より 2 3
1 2

x xy C e C e   

  [2] ㋐の１つの解を sin cosy Ax B C x D x    と予想すると 

          
cos sin

sin cos

y A C x D x

y C x D x

   

   
 

これらを㋐に代入して 

xxxDxCBAx

xDxCAxDxC

sincos6sin666

sincoscossin




 

よって 6 6 6 sin 6 cos sinAx A B C D C x D C D x x x            ( ) ( ) ( )  

50
1

50
7

36
1

6
1

06

16

06

16

























DC

BA

DCD

CDC

BA

A

より  

   [1]，[2]より㋐の一般解は 2 3
1 2

1 1 7 1sin cos
6 36 50 50

x xy x x x C e C e        ㋑ 

2 3
1 2

1 7 1cos sin 2 3
6 50 50

x xy x x C e C e        

0 0 1x y y    を代入して 

1 2 1

1 2 2

1 1 290
36 50 100

1 7 1091 2 3
6 50 450

C C C

C C C

      



       


より  

㋑に代入して xx eexxxy 32

450
109

100
29cos

50
1sin

50
7

36
1

6
1   
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 ⑴ 特性方程式 

ia
a

a

11
2

442

022











 

P.56 (ⅲ) より∴ cos 1 sin 1xy e C a x D a x   ( ( ) ( )) （C，D は任意定数）㋐ 

 

 ⑵  

 
 

より)(，)( 1010  yy  

1 1

1 1 0

C C

C a D D

 

     

より  

㋐に代入して )( xaey x 1cos    

 

 ⑶ 0)(y より 0 cos 1e a  ( ) 

よって )( 1cos0  a  

 したがって )は整数( nnna 
2

12
2

1   

 よって )は整数(
)( nna 1

4
12 2

  

 

cos 1 sin 1

1 sin 1 1 cos 1

x

x

y e C a x D a x

e a C a x a D a x





     

      

( ( ) ( ))

( ( ) ( ))

1 1 0a a  ( より )
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 ⑴ 0 より 

  

dx y x ydt
dy y yx
dt

     


   

とかく。①

とかく。②

 

①の両辺を t で微分すると yx   

②を代入して xx   

  よって 0x x    ㋐ 

特性方程式 2 1 0    

      i     P.56 (ⅲ) より㋐の一般解は 0 cos sintx e C t D t ( ) 

   つまり cos sinx t C t D t ( )  ㋑ 

   よって sin cosx t C t D t   ( )  

sin cos

sin cos

y x

C t D t

C t D t

 

   

 

①より

( ) 

より)(，)( 1010  yx  ㋑ ㋒は 

 
1

1

C

D




 
 

㋑ ㋒に代入して 










ttty

tttx

cossin

sincos

)(

)(
 

 

㋒ 



 ⑵  0 より 

  

dx x y x x ydt
dy y x yx y
dt

 



     


    

とかく。①

とかく。②




 

①の両辺を t で微分すると yxx    

①，②を代入して  

 

 

①より xxy   であるので 

 

 

 
2 2

2 2

2 1 0

2 4 4 1
2

cos sint

i

x t e C t D t

  

  
 

   

  
  

  

特性方程式 ( )

( )

( ) ( )

 

  よって  

 

  よって①より y x x   なので 

   ㋐ ㋑を代入して 

    

 

 
cos sin

cos sin

cos sin

t

t

t

y e C t D t

e C D t D C t

e D t C t







 

 

 

     

  

( ) ( )

( )

 

より)(，)( 1010  yx  

 
1

1

C

D




 
 

㋐ ㋒に代入して 










)()(

)()(

ttety

ttetx

t

t

cossin

sincos





 

 

 

 

 

  

yx

yxyx

yxyxx







212

2







)(

)()(

xxx

xxxx









221

21
22

2

)(

)()(

012 2  xxx )( 

（←P.56 (ⅲ)） 

㋐ 

 
cos sin sin cos

cos sin

dt t

t

x t e C t D t e C t D t

e C D t D C t







 

     

   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ㋑ 

㋒ 

（㋐より） 

（㋒より） 

㋓ 

㋔ 

 32 sin 10
4

tx t e t     
 

( ) （公式 (1)より）

 2 sin 10
4

ty t e t     
 

( ) （公式 (1)より）



 ⑶  

  （ⅰ） 0＞ のとき （ⅱ） 0 のとき （ⅲ） 0＜ のとき 

   

 

 

 

（注意） 

 ㋓より 2 2 2 2 2cos 2 cos sin sin 1 sin 2t tx e t t t t e t     ( ) ( ) ㋓′（公式 ８ 10 ） 

 ㋔より 2 2 2 2 2cos 2 cos sin sin 1 sin 2t ty e t t t t e t     ( ) ( ) ㋔′ 

  ㋓′+ ㋔′より 2 2 22 tx y e    

   P.4 極座標表示より     2 22 tr e   

   r は原点からの距離で 0r  より 2 22 tr e   

（r は 0  のとき増加関数， 0  のとき減少関数， 0  のとき定数関数） 

 （ⅰ）（ⅲ）のとき （ⅱ）のとき 2r   
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 ⑴ 0522  yyxyx はオイラーの微分方程式のタイプである。（ 2 5a b ， ） 

tex  とすると 052

2

 y
dt
dy

dt
yd  

P.56 より 

特性方程式 

2
191

2
2011

052

i










 

よって P.56（ⅲ）より 
1
2 19 19cos sin

2 2
t

y e C t D t
  

  
 

  （ tx e より log x t ） 

1
2 19 19cos log sin log

2 2
y x C x D x

     
          

 （C，D は任意定数） 

 

  

3
4

4

30
4 4

1 0 2

1 2 0
x

t

x e

y e





 

㋓より 

㋔より 

などを用いて 

y と t の微分方程式に直せる。教 P.200 

原点 O からの距離 r
は増加。 

原点 O からの距離 r は減少。
t←∞で(x，y)←(0，0) 

原点 O からの距離 r
は一定。 



 ⑵ xyyxyx log442  はオイラーの微分方程式のタイプである。（ 4 4a b  ， ） 

tex  とすると ty
dt
dy

dt
yd

 452

2

 ㋐ 

(ⅰ)
2

2 5 4 0d y dy y
dtdt

   の一般解を求める。 

特性方程式  
2

4

5 4 0

1 4 0 1 4
t yy Ce De

 

  

  

   

  

( )( ) ，  P.56 (ⅰ)より 

 

(ⅱ)㋐の 1 つの解を BAty  と予想すると 

     02

2


dt

ydA
dt
dy

， であるから，これらを㋐に代入して 

tBAtA  445  

16
5
4
1

045

14















B

A

BA

A
より  

∴ 
16
5

4
1  ty  は㋐の１つの解 

(ⅰ) (ⅱ)より㋐の一般解は 41 5
4 16

t ty t Ce De     （ tx e より log x t ） 

41 5log
4 16

y x Cx Dx      （C，D は任意定数） 
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 ⑴ よりxxx eyeyey  これらを与式左辺に代入すると 

0
1

11
1

1
1

1

1
1

11
1

1





































xx

xxx

e
x

xxe
xx

x

e
x

e
x

xey
x

y
x

xy
 

となるので， xey  は同次方程式の解である。 

 



 ⑵ ⑴より xy Be （B は任意定数）も
1 0

1 1
xy y y

x x
   

 
の解である。B を x の関数 u として 

   xuey   ㋐とおく。（P.52 (ⅱ)と同様の定数変化法） 

x xy u e ue   ㋑， 2x x xy u e u e ue     ㋒を与式
1 1

1 1
xy y y x

x x
    

 
に代入すると 

12 1
1 1

x x x x x xxu e u e ue u e ue ue x
x x

        
 

( )  

1
1
2 


 xue

x
xue xx  

vu   とおくと vu   なので 

)( 1
1
2

1
1
2









 xev
x
xv

xve
x
xve

x

xx

 

㋓の一般解を求める為に 

(ⅰ) 同次方程式 
2 0
1

xv v
x
  


の一般解を求める。 

2
1

xv v
x
  


 より 
1 2

1
dv x

v dx x
 


 

 よって 

 

 

 

 

 

 

(ⅱ) B を x の関数 c(x)として 1 x x xv c x x e c x xe e     ( )( ) ( )( ) ㋔とおくと 

)()()()( xxx xeexcexxcv   21 より ㋕ 

㋓に㋔ ㋕を代入して 

)()()(

)()()()(

11
1
2

21











xeexxc
x
x

xeexcexxc

xx

xxx

 

∴ )()()( 11   xeexxc xx  
    1 )(xc  

したがって c x x C ( )  

∴ 1 xv x C x e  ( )( )  

  

㋓ 

1 2 1 1 11
1 1 1

log log 1

log 1 log
1

1

1

C x x

x

x xdv dx dx dx
v x x x

v x x C

vx x C x C
x

v e Be
x

v B x e

 



  
        

              

    

       


  


 

( )

より

とおく

( )



よって 

 

   

 

2

2

2 2

2

2

2

1

1

1 ( )

1 1 31

1 2 1

1 2 1 2

1 2

x

x

x

x x

x x

x x x

x

u x C x e

u x C x C e dx

x C x C e dx

x C x C e x C x C e dx

x C x C e x C e dx

x C x C e x C e e dx

x C x C e x C









 

  



   

   

    

         

       

         

      









( )( )

( ( ) )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) （公式 ）

( ( ) ) ( )

( ( ) ) ( )

( ( ) ) (

2

1 2

1 1

x x

x

e e D

x C x e D

 



  

     

)

( ( ) )  

これを㋐に代入して 2 1 1 xy x C x De     ( ( ) )  （C，D は任意定数） 
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 ⑴ 
dx x C x Ct e dx e dx e e

          

  ∴ xet  と変換すると xdt e
dx

 なので ㋐ 

 
2

2

2

2

2
2

2

x

x x

x x

x x

dy dy dydt e
dx dt dx dt

d y dy dyd de e
dx dt dx dtdx

dy dyd d
dt dtdy d y dydt d dte e

dt dx dx dt dx dt dxdt

dy d ye e
dt dt



 

 

 

  

    
 

    
                   
 
 

  

 

2
2

2 0xd y dy e y
dxdx

  与式 に㋑ ㋒を代入して 

  02
2

2
2   ye

dt
dye

dt
yde

dt
dye xxxx  

   02
2

2
2   ye

dt
yde xx  

   ∴ 02

2

 y
dt

yd
 ㋓  

  特性方程式 2 1 0 i       P.56 (ⅲ)より㋓の一般解は 

          0 cos sinty e C t D t ( )なので 

          cos siny C t D t   

    ここに xet  を代入して 

cos sinx xy C e D e    

 

 

 

㋑ 

（公式 22 ） 

㋒ （㋐より）



 ⑵  

  

1
tan

log|sin | sin cos

dx
x

x C C C

t e dx

e dx e x dx x e









      


  ( )( )

 

  今、 cost x  ㋐とすると sindt x
dx

 なので 

2

2

2

2

2
2

2

sin

sin sin

cos sin

cos sin

dy dy dydt x
dx dt dx dt

d y dy dyd dx x
dx dt dx dtdx

dy d y dtx x
dt dxdt

dy d yx x
dt dt

  

    
 

  

 

( )

 

㋑ ㋒を与式
2

2 2
2

1 sin cos sin
tan

d y dy x y x x
x dxdx

   ( ) に代入して 

 
2

2 2 2
2

1cos sin sin sin cos sin
tan

dy d y dyx x x x y x x
dt x dtdt

      
 

( )  両辺を 2sin x でわって 

   
2

2
d y y t
dt

    ㋓（㋐より）   

(ⅰ) 
2

2 0d y y
dt

  ㋔の一般解を求める。 

特性方程式 2 1 0 i       よって P.56 (ⅲ)より㋔の一般解は 0 cos sinxy e C t D t ( ) 

  つまり cos siny C t D t   

(ⅱ) ㋓の 1 つの解を BAty  と予想すると 02

2


dt

ydA
dt
dy

，  

これらを㋓に代入して tBAt    ∴ 01  BA ，  

よって㋓の１つの解は ty   

(ⅰ) (ⅱ) より㋓の一般解は 

 

ゆえに cos cos cos sin cos cos cos sin siny x C x D x           ( ) ( ) （ ( ) ， ( ) より） 

 

 

㋑ 

（公式 22 ） 

㋒ 

cos sin

cos cos cos sin cos

y t C t D t

x C x D x

   

    ( ) ( )（㋐より） 
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 ⑴ xx eyDDeyyy   )( 5656 2  

xx

xx

ee

ee
DD

y
















12
1

561
1

5)1(61
1

56
1

22 )(
 

 

 ⑵ xx xeyDDxeyyy  )( 122 2  

  p.61 ⑶より 

xxxx

xxx

xx

exxex
D

ex
D

e

xee
D

e

xe
D

xe
DD

y

332
2

2

22

6
1

6
1

2
111

11
1

1
1

12
1


















 )(
))((

)(

 

 

 ⑶ xyy 2sin4   より 

  xyD 2sin42  )(    P.61 ⑶より 2
1 sin 2

4
y x

D



 これを求める為に 

2 2
2 2
1 1 P.62

4 2 4
1 cos 2 sin 2
8
1 cos 2 sin 2
8 8

ix ixe e
D i

x i x

ix x


 

 


  

(公式①より)
( )

( )  

  したがって P.63 ③より xx
D

y 2sin
8
12sin

4
1

2 


  

 

（P.62 ①）

（P.62 ②）



 ⑷ 22 2 1y y y x       

   2 22 3 1D D y x   ( ) であるから 

27
23

9
4

3
1

9
23

3
4

3
12

3
22

9
11

3
2

3
1

9
11

3
2

9
11

3
2

9
11

3
2

3
1

9
11

3
21

3
1

2
9
12

3
11

1
1

3
1

1
9
11

3
11

1
1

3
1

1
9
1

3
11

1
1

3
11

3
11

1
1

1
3
1

1
13

11
32

1

2

22

2222

22

2

2222

222

22
2









 















 















 






 







 







 










 










 


















xx

xxxxx

xxDxxDxx

xxDD

xx
D

xDxDx
D

xDD
D

x
DD

x
DD

x
DD

y

)(

)(

)()(

)()(

)(
)()(

)(





 

 

（P.63 公式④）



５章の問題 

 

1 C は任意定数 

 ⑴ 023  y
dx
dyx  

   

3 2

2 3
1 1

dyx y
dx
dy
dxy x

 

 
 

2 3

2

2 2

2

2

1 1

1 1 1 2
2 2

2
1

dy dx
y x

CxC
y x x

xy
Cx

 
  

 

   

 


 

 

 ⑵ 
x
y

dx
dy

 1  ㋐  

x
yu  とおくと y ux ㋑， uxuyuxy  ， ㋒ 

   ㋐に㋑ ㋒を代入して 

1

11

1

log

u x u u

dyu x
dx x

du dx
x

u x C





   

  



 



より

 

   logy x C
x

    

   logy x x C  ( ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



 ⑶ xy
dx
dyx sin  

   1 sindy xy
dx x x

    ㋐  

  [1] 0dy y
dx x

  の一般解を求める。 

    
1 1

dy y
dx x

dy
y dx x

 

 
 

    

1 1

log log
C

C

dy dx
y x

y x C

yx e

yx e B

By
x

 
  

 

  



  



とおくと

 

  [2] B を x の関数 u として uy
x

 ㋑とおくと 2
u x u xy

x
  

( )
㋒（公式 23 ） 

   ㋐に㋑ ㋒を代入すると 2
1 sinu u u x

x x x xx
     

 
 

    
sin

cos

u x

u x C

 

  

よって
 

    したがって 1 cos Cy x
x x

    

 

  



 ⑷ 11 2  xy
dx
dyx )(  

   2 2
1

1 1
dy x y
dx x x

 
 

   2 2
1

1 1
dy x y
dx x x

 
 

 ㋐ 

  [1] 2 0
1

dy x y
dx x

 


の一般解を求める。 

    
2

2

1

1
1

dy x y
dx x

dy x
y dx x







 

    2
1

1
xdy dx

y x




   

        
2

2
2 2

1 2 1 1 1 log 1  30  
2 2 21 1

x xdx dx x C
x x

    
 


 ( )右辺 （公式 ） 

    21log log 1
2

y x C    

    
2

log
1

y C
x




 より 
21

Cy e
x

 


 

    21y B x  とおく 

  [2] B を x の関数 u として 21y u x  ㋑とおくと， 

    
1

2 2 2 22
2

11 1 1 1
2 1

xy u x u x x u x u
x


             


( ) ( ) ㋒（公式 22 ） 

    ㋐に㋑ ㋒を代入すると  2 2
2 22

11 1
1 11

x xu x u u x
x xx

       
 

 

    よって 

      

2 2 2 2

3 3 3 3
2 2 2 22 2 2 2

1
2 2

3
2 2

1 1 1 1 1
2 2 2 2 22 2 2 2 2

2

1 1 1

1 1 1 1

1
1

1 1 1 1 1

1

x x x xu dx dx dx
x x x x

xx dx x dx
x

x dx x x dx x dx x x x x dx

x x



    



 
       
     

   


                
   

 

     










  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
1
2 C

 

     ㋑に代入して 21y x C x    

3
2 2

1

1
u

x
 

( )

よって 

（公式 31 ） 



2  

 ⑴ 1tan
cos

y y x
x

   ㋐  0 1y ( ( ) )  

  [1] tan 0y y x    の一般解を求める。 

    tany y x    1 tandy x
y dx

   

    1 tandy x dx
y






   

      

 

 

 

 

 

  [2]  B を x の関数 u として 

     cosy u x  ㋑とおくと， cos siny u x u x    ㋒ 

    ㋐に㋑ ㋒を代入して 

 

 

 

 

 

 

 

  

0 1 1 sin cosy D y x x    ( ) より

2

1cos sin sin
cos

1
cos

tan

tan cos sin cos

u x u x u x
x

u
x

u x D

y x D x x D x

   

 

  

    ( )

（公式 30 ） 

log log cos

log
cos cos

cos

C

y x C

y yC e B
x x

y B x

 

   



より とおくと

（公式 26 ） 



 ⑵ 2dy y x
dx

  ㋐ 0 1y ( ( ) )  

  [1] 2 0dy y
dx

   の一般解を求める。 

    2dy y
dx

  より 1 2dy
y dx

   

 

 

 

 

 

  [2]  B を x の関数 u として 

 

 

    ㋐に㋑ ㋒を代入して 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

2

2 2

1 2

log 2
C x

C x x

dy dx
y

y x C

y e

e e Be



 

 

  

 

   


 

とおく

21 1
2 4

xy x De   

2

1 50 1 1
4 4

1 1 5
2 4 4

x

y C D

y x e

     

   

( ) より

2

2 22

x

x x

y ue

y u e ue



 



  

㋑とおくと 

㋒ 

2 2 2

2

2 2x x x

x

u e ue ue x

u xe

     

 
2 2

2 2

2 2

1
2

1 1
2 2

1 1
2 2 2

x x

x x

x x

u xe dx x e dx

x e x e dx

x e e D

    
 

   

   






よって

( )

㋑に代入して 
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 ⑴ 052  yyy   

特性方程式 

 

 

     cos 2 sin 2xy e C x D x  ( ) 

 

 ⑵ 244 xyyy   ㋐  

  [1] 4 4 0y y y    の一般解を求める。 

   特性方程式 

 

    2xy C Dx e  ( )  

  [2] ㋐の１つの解を 2y Ax Bx E   と予想すると 2 2y Ax B y A   ，  

    これらを㋐に代入して 

 

 

 

 

 

      21 1 3
4 2 8

y x x     は㋐の１つの解 

   [1]，[2]より㋐の一般解は 

 

 

 ⑶ xeyyy 232   ㋐  

  [1] 2 3 0y y y    の一般解を求める 

特性方程式 

 

 

  [2] ㋐の１つの解を 2 xy Ae と予想すると 

           2 22 4x xy Ae y Ae  ，  これらを㋐に代入して 

      2 2 2 24 4 3x x x xAe Ae Ae e    

      21 15 1
5 5

xA A y e   よって は㋐の１つの解。 

   [1]，[2]より㋐の一般解は 

 

 

 

  

i21
2

2042

0522









2 22 8 4 4 4 4A Ax B Ax Bx E x     

202

044
2

2









)(

4 1
18 4 0
4

2 4 4 0 1 3
2 8

A

A B A

A B E
B E


   


  
  

より

2

3

2 3 0

3 1 0 3 1
x xy Ce De

 

  


  

    

  

( )( ) ，

2 31
5

x x xy e Ce De  

(C，D は任意定数)

（C，D は任意定数） 

2 21 1 3
4 2 8

xy x x C Dx e    ( )

(C，D は任意定数)



 ⑷ xy
dx

yd cos2

2

  ㋐  

  [1] 0y y   の一般解を求める 

   特性方程式 2 1 0 i       

       （P.56 定数係数 2 階同次線形微分方程式 (ⅲ)）より 0 cos sinxy e C x D x ( ) 

      よって cos siny C x D x   

  [2] ㋐の１つの解を cos siny x A x B x ( )㋑と予想すると 

            
cos sin sin cos

cos sin

y A x B x x A x B x

A Bx x B Ax x

     

   

( )

( ) ( )
 

            
cos sin sin cos

2 cos 2 sin

y B x A Bx x A x B Ax x

B Ax x A Bx x

       

    

( )( ) ( )

( ) ( )
 

    ㋐に㋑，㋓を代入すると 

     2 cos 2 sin cosB x A x x   

 

 

 

 

   [1][2] より㋐の一般解は 
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 ⑴ ))(，)(( 102002  yyyyy （←P.56 ５ ） 

  特性方程式  

 

 

 

  より)(，)( 1020  yy  

 

 

 

 

  

1 sin cos sin
2

y x x C x D x  

xxy

BA
A

B

sin
2
1

2
10

02
12











より

2

2 1

1 2 1
x x

C D C

C D D

y e e

  


  

 

これより

したがって

2

2

2

2 0

2 1 0 2 1

2

x x

x x

y Ce De

y Ce De

 

  




  

    

  

  

( )( ) ，

(C，D は任意定数)

㋒より

㋓

は㋐の１つの解。

（P.56 ５ (ⅰ)） 



 ⑵ 4 siny y x   ㋐ 0 0 0 3y y ( ( ) ， ( ) ) 

  [1] 4 0y y   の一般解を求める。 

   特性方程式  

 

  [2] ㋐の１つの解を sin cosy A x B x  予想すると 

 

 

 

 

 

     1 sin
5

y x   は㋐の 1 つの解。 

   [1][2] より㋐の一般解は 

 

 

 

   より)(，)( 3000  yy  

 

 

 

 

 

 ⑶ 123  yyy  ㋐ 

  [1] 3 2 0y y y    の一般解を求める。 

   特性方程式  

 

 

  [2] ㋐の１つの解を y A とおくと 

           0y y    これらを㋐に代入して 

           12 1
2

A A    よって 1
2

y  は㋐の１つの解。 

   [1][2] より㋐の一般解は 

       

 

 

 

 

 

 

  

2 2

0
4 4

1 5 53 2 2
5

1 4 4sin
5 5 5

x x

C D
C D

C D

y x e e

 
   

   

   

これより ，

したがって

2

2 2

4 0 2
x xy Ce De

 


   

  











0
5
1

05
15

sincos4sin4cossin

BA
B
A

xxBxAxBxA

，より

2 21 sin
5

x xy x Ce De    

2

2

1
2

2

0 0 0

1 10
2 1

0 2 2

x x

x x

y Ce De

y Ce De

x y y

CC D

DC D

 

 

   

   

  

    


   

を代入して

より

xx eey 2

2
1

2
1  

2

2

3 2 0

1 2 0 1 2
x xy Ce De

 

  
 

  

     

  

( )( ) ，

cos sin

sin cos

y A x B x

y A x B x

  

    これらを㋐に代入して

2 21 cos 2 2
5

x xy x Ce De    よって

よって 



5 

 ⑴ 1 21 24dydzz y y
y dx dx

    より （公式 ） 

   よって 

 

 

   z z x   したがって  ㋐ 

 

 ⑵  

  [1] 0z z   の一般解を求める。 

    z z    より 1 1dz
z dx

   

   

 

 

 

  [2] xB x u z ueを の関数 とすると ㋑， x xz u e ue    ㋒ 

    ㋐に㋑ ㋒を代入して 

     
x x x

x x x x x

u e ue ue x

u e x u e dx x e dx xe x e dx

      

           よって ( ) ( )
 

    よって 

 

   1 1
1 xy y

z x Ce
 

  
より  

 

(C は任意定数)

xzx
y

xyy
y

dx
dy

ydx
dz





11

1

2
2

2

)(

C x C x xz e e e Be        とおく。

1

log

dz dx
z

z x C

 

  

 

1

x x

x

u xe e C

z x Ce
   

    
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 ⑴ 2 sin 3xy e x ㋐ 公式 22 より 

     

 

)(

)()(

xxe

xxexxey
x

xx

3sin53cos12

3cos63sin93sin23cos32
2

22









 

したがって 2 3cos 3 2sin 3xy e x x  ( ) ㋑ 
2 12 cos 3 5sin 3xy e x x   ( )㋒ 

 

 ⑵ ㋐ ㋑ ㋒を与式に代入して 

   

2 2

2

12 cos 3 5sin 3 3cos 3 2sin 3

sin 3 0 12 3 cos 3 5 2 sin 3 0

12 3 0 4

5 2 0 13

x x

x

e x x ae x x

be x a x a b x

a a

a b b

 



  

        

   

    

(- ) ( )

より( ) ( )

より

 

   一般解は 0134  yy   

    特性方程式  

 

 

      2 cos 3 sin 3xy e C x D x  ( ) 

    
2

4 13

cos 3 sin 3x

a b

y e C x D x

 

 

したがって答は ，

( )
 

 

 

 

  

(C，D は任意定数) 

ii 32
2

364

01342









2 2

2

2 sin 3 3 cos 3

3cos 3 2sin 3

x x

x

y e x e x

e x x

 



     

 ( )

（公式 24 より 2 2 2 sin 3 cos 3 3x xe e x x x x        ( ) ( )，( ) ( ) ） 
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 ⑴  

 

 

 

 ⑵ ⑴より 

 

 

 

 

 

 

 ⑶ 4 yz とおくと 与式 51
2

dy xy xy
dx

  は 1
2

P x x x ( ) ， ( )Q であるから 

   ⑵より 4 2dz xz x
dx

    ㋐ 

   4 0dz xz
dx

  の一般解を求める。 

2 2 2

2

2 2 2

4

1 4

1 4

log 2

C x C x x

dz xz
dx
dz x

z dx

dz x dx
z

z x C

z e e e Be







 

     

   

2 2 22 2 24x x xB x u z ue z u e uxe   を の関数 とすると ，  

これらを㋐に代入して 
2 2 2

2

2

2

2
2

2 2 2

2

2 2

2

2
2

4 4 2

2

12 2 4 2
2

1 1 1
2 2 2

1
2

1 1
2 2

x x x

x

x

t t t

x

x
x

u e uxe xue x

u xe

dtu xe dx x t x xdx dt
dx

e dt e dt e C

u e C

Cez Ce





    

  

         
 

    

 

   



 

よって とおくと より

 

    したがって 2
4

2

2
1x

y
Ce




 

 

dx
dyy

dx
dz

dx
dyy

dx
dy

dy
dz

dx
dz

5

5

4

4









　

)()(

)()(

)()(

xzxP
dx
dz

xxPy
dx
dz

xyxyP
dx
dzy

dx
dzy

dx
dy

Q

Q

Q

44

44

4
1

4
1

4

55

5











(C は任意定数)

（公式 24 ） 

両辺に 54y をかけて 

 
4z y より 

なので 
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 ⑴ 2

2

u
uuux )( 

  （公式 23 ） 

  与式 1 2 0x x a t x b t   ( ) ( ) ㋐に入れて 

0

0

02

2

2

2


















utbutau

tb
u
uta

u
u

tb
u
uta

u
u

u
uuu

)()(

)()(

)()(
)()(

 

 

 ⑵ 1x x x  ( ) 

   2 0x x x     これは与式 ㋐のタイプである。 1 0a t b t  ( ( ) ( ) ) 

u
ux 

 ㋑とおくと ⑴より 0 uu ㋒ 

pupu  とおくと  よって㋒は 

2

0

1 1

1

log
t C C t t

t

t

t

p p

dpp p
p dx

dp dx
p

p t C

p e e e Be

p Be

u Be

u Be C



  

  



 

     



 

 


 

より なので

よって とおくと

よって

 

    ㋑に㋓ ㋔を代入して 

    
2

t t

t t
Be ex

Be C e C
  

 
 

 

9  64  のとき 与式 
2

2 20 0d x dx x
dtdt

    ㋐ 

  ⑴の特性方程式は 

 

   よって㋐の一般解は 

 

   

0 1 8

1 2

8 4 16 1

t x x

C D C

C D D

  

  


    

， ， を代入して

より
 

   ㋑に代入して 4 162 t tx e e   が求める解。 

(C は任意定数)  2C C
B

 
 
 

を とおいた。  

4 16

4 164 16

t t

t t

x Ce De

x Ce De

 

 

  

   

㋓ 

㋔ 

2 20 64 0

4 16 0 4 16

 

  

  

      ( )( ) ，

㋑ 



 ⑵ 与式㋐の特性方程式は 2 20 0       

 20 400 4 10 100
2

         

 (ⅰ) 100＞ のとき 10 100 i       

    10 cos 100 sin 100tx e C t D t    ( ) ( ) ㋐ 

   よって 

    
 

 

10

10

10 cos 100 sin 100

100 sin 100 100 cos 100

t

t

x e C t D t

e C t D t

 

   





     

      
 

    0 1 15t x x   ， ， を代入して 

    ㋐は1 C  ㋑は 15 10 100C D       

    よって 5
100

D




 

    10 5cos 100 sin 100
100

tx e t t 


  
     

 
 

    1
2100
xt


 


のとき x は負になる。したがってつねに 0＞)(tx とは言えないので不適当 

 (ⅱ) 100 のとき 10    

    10tx C Dt e  ( ) ㋒ 

    よって 10 1010t tx De C Dt e     ( )( ) ㋓ 

    0 1 15t x x   ， ， を代入して 

    ㋒は1 C  ㋑は 15 10D C    ( ) 

    よって 5 D   

   

101 5

1 0
5

tx t e

t x t

  

＞ ＜

( )

のとき ( ) となるので不適当
 

  

㋑ 



 (ⅲ) 1000 ＜＜ のとき 

      100 とおくと 10     

    10 10t tx t Ce De    ( ) ( )( )  ㋔ 

    よって 10 1010 10t tx C e D e         ( ) ( )( ) ( )  ㋕ 

    0 1 15t x x   ， ， を代入して 

    ㋔は 1 C D   ㋔′ 

    ㋕は 15 10 10C D      ( ) ( ) ㋕′ 

    ㋔′より 10 10 10C D      ( ) ( ) ( )㋔″なので 

    ㋔″－㋕′より 5 2D     

    よって 
5 5

2 2
D C 

 
    

∴ 10 105 5
2 2

t tx t e e  
 

    ( ) ( )( )  

10 10 10

2
10 2

2
10 2

5 2 51
2 5 2

5 51
2 5 5

5 51 100
2 75

t t t

t t

t t

e e e

e e

e e

  

 

 

  
  

 
  

   
 

   

 

 

       

  
      

         

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )( )

( )
( より)

 

したがって 750 ＜＜ のときは常に 0＞)(tx  

10075 ＜＜ のときは 0＞)(tx とは限らない。 

    なぜなら 2 0  より 2 te  は増加関数なので t を十分大きくとると
2

25 1
75

te 


  


( )
となる。 

  (ⅰ)，(ⅱ)，(ⅲ) より 750 ＜＜  

 

10 与式 22 0x bx x      

 ⑴ 特性方程式  

 

   したがって（←P.56 定数係数 2 階同次線形微分方程式(ⅰ)(ⅱ)より） 

2 2

2 2 2 2 2 2

0

0 cos sin

bt

bt

x C Dt eb

b x e C b t D b t



  





   


    

( )　のとき

＞ のとき ( )
 

 

  

22

22 02









bb

b

(C，D は任意定数) 



 ⑵ (ⅰ) 022  b のとき 
btx C Dt e ( ) ㋐ 

bt btx De C Dt b e     ( )( )  ㋑ 

0t  ， 0x  ， 1x   より 

㋐は 0 C  

㋑は 1 D C b  ( ) よって 1 D  

  ∴ btx t te( )  

1 0bt bt btx t e t b e e bt        ( ) ( ) ( ) となるのは 1t
b

 のときでその前後で xは＋から－にかわる。 

また， 1lim lim lim 0bt btt t t

tx
e be  

     

グラフは 

 

   (ⅱ) 2 2 0b   のとき 

 2 2 2 2cos sinbtx e C b t D b t      ㋒ 

 
 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

cos sin

sin cos

bt

bt

x b e C b t D b t

e C b b t D b b t

 

   





     

      

( )

 

0 0 1t x x  ， ， より 

㋒は 0 C  

㋓は 2 21 bC D b     

よって 
2 2

1D
b




 

2 2

2 2
sin

btex t b t
b






  


( )  

     0b   より bte  は単調減少で t    のとき 0bte   

 

グラフは 

 

  ( 22

1
b




 とおく)  

㋓
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