
３章 偏微分 

２節 偏微分の応用（p.111～121） 

 

練習 1 

 ⑴ 012,022  yfxf yx  を満たすのは 







2
11，)，( yx のみ。 

2,0,2  yyxyxx fff  より 4022H 2 )，( yx 。したがって 04
2
11H ＞， 







。 

よって， 







2
11，  で極値をもつ。値は

4
11

2
12

4
11

2
11 






，f  

 0
2
11 ＞， 







xxf  よりこれは極小値 

 
 ⑵ 042  yxf x  かつ 0124  yxf y を満たすのは 0x ，かつ 0y  のみ。 

12,4,2  yyxyxx fff  より 4016122H  )()，( yx 。 

04000H ＜)，(   より極値なし。 

 

 ⑶ (o) 02  xf x ，かつ 03232 2  )( yyyyf y  を満たすのは 

 0x  かつ 
3
20  ，y  のとき。従って 






 

3
2000 ，，)，( で極値をとる可能性がある。 

yfff yyxyxx 6202  ，，  なので )()，( yyx 622H   より 

ヘシアンは (ⅰ) 001400H ＞)()，(   より )，( 00 で極値をとる。 

その値は 000  )，(fZ  

0200 ＞)，( xxf  よりこれは極小値である。（0，0）で極小値 0 

 (ⅱ) 0214
3
20H ＜)(， 





   よって， 






 

3
20， で極値をとらない。 

 

練習 2 

 ⑴ 6, 22  yxyxyxF )( とおくと
yx
yx

F
Fy
y

x

2
2







)(  

 ⑵ xyyxyxF 6, 33 )( とおくと
xy
yx

xy
yx

F
F

y
y

x

2
2
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2
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2












)()(  

 



練習 3 

 ⑴ 1
4

, 2
2

 yxyxF )( とおくと 2
2
434

2
1  )，(， xx FxF  

323,42  )(yy FyF  

よって，lは 033242  )()( yx  

068322  yx  よって 013  yx 。 

l' は 0353  yx  

 

 ⑵ xyyxF 8, 2 )( とおくと 8428  )，(， xx FF  

84,22  )(yy FyF  

よって，lは 04828  )()( yx  

従って 02  yx ， 

l' は 04828  )()( yx  より 06  yx  

 

練習 4 

 ⑴ 024443, 22  yxyxyxF )(  …○ア  

046,  yxyxFx )(  より xy
2
3  …○イ  

○アに代入して 2246 2  xx ，  よって，○イより )，(，)，( 3232   で極限をとる可能性あり。 

)(より， 3,2846  yxFF yxx のとき 0
248
6

＞



y

xx

F
F  より 極小値は 3y ， 

)，( 32 のとき 0
248

6
＜




y

xx

F
F  より 極大値は 3y  

 ⑵ 094, 22  yxyxF )(  …○ウ  

02  xFx  よって 0x  

○ウに代入して 
2
3y   よって 






 








2
30

2
30 ，，， で yが極値をとる可能性。 

yFF yxx 82  ，  より 







2
30， のとき 0

12
2

＞



y

xx

F
F

 極小値 
2
3y  

 





 

2
30， のとき 0

12
2
＜


y

xx

F
F

 極大値 
2
3y  

 



練習 5 

 ⑴ 極大値 2 5 ，極小値 2 5  

 ⑵ 0122  yxg  ……①， xyf   ……②とおくと 

  yxxfyf yxyx 22  gg ，，，  

022 22  xy
ff

yx

yx

gg
 より xy   

①より
2

1122  xxx ，   ②より
2

1y  

よって 








 







 







 










2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

，，，，，，，)，( yx  

順に A，B，C，D とおくと 

 グラフより，A，D で極大値
2
1z ， 

B，C で極小値 1
2

z   となる。 

 

節末問題（p.122） 

1 

 ⑴ 22063 2  yyyxyxxx fyffxfxf ，，，，  より xfffyx xyyyxx 12H 2 )，( 。 

0 yx ff となるのは )，()，( 00yx のときである。 001200H )，( より p113 の定理は使えない。

x 軸上においては 0y だから 3xyxf )，( となるが， )，()，( 00yx 近くで x が増加すると )，( yxf は

増加。したがって )，()，( 00yx で極値をとらない。よって 極値なし。 

 

 ⑵ yfyxfffyxf yyyxyxxx 12633636 2  ，，，，  より 972H  xyx )，( 。 

0 yx ff となるのは xy 2  より 0180463 2  )( xxxx 。よって
8
10  ，x  

よって 





 

4
1

8
100 ，，)，()，( yx  

0900H ＜)，(   より )，()，( 00yx で極値をとらない。 

0918
4
1

8
1H ＞， 






  より 








4
1

8
1
，)，( yx  で極値をとる。 

06
4
1

8
1

＞， 





xxf  よりそれは極小値であり，その値は

64
1

64
2

32
3

64
3

4
1

8
1 






 ，f  

よって 1 1 1
8 4 64

x y    
 

( ， ) ， のとき極小値  

 



⑶ )(，)()( yefxyxexeyxef x
y

xxx
x 222 2222   

x
yy

x
xy

xxx
xx efyefxyxexexyxef 2224222 2222  ，)(，)()()( より 

0 yx ff となるのは 20  ，x のとき。 

より)()，( 242H 222  xyxeyx x   

)，()，(で)，( ＜ 0002200H  yx では極値をとらない。 

より)()，( ＞0284202H 4  e  )，()，( 02yx で極値をとる。 

028402 2
＜)()，(  ef xx  よりそれは極大値。その値は 2

2 40402
e

ef   )()，(  

よって )，()，( 02yx のとき極大値 2
4
e

 

 
 ⑷ 0cossinsincos  xyyyxxyx fyfxfyfxf ，，，，  より 

0 yx ff  となるのは   yx ，，
2
3

2
 のとき。 

20cossinH  yxyx )，(  より 011
2

H ＜)(， 





   

 よって 





 

，)，(
2

yx  では極値をとらない。 

011
2
3H ＞)()(， 






   より 






 ，)，(

2
3yx  で極値をとる。 

0
2
3

＞， 





 xxf  よりそれは極小値。その値は 211

2
3 






 ，f  

 よって 





 ，)，(

2
3yx  のとき極小値 2  
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y
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  をつかう。 
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3 0, )( yxF  上の点 )()( bayx ,,   において 

  接線は 0,,  ))(())(( bybaFaxbaF yx  

  法線は 0,,  ))(())(( bybaFaxbaF xy  

 ⑴ xFx 2
1 ， yFy 2  より 

接線は 0
2
331

2
1 










 yx )( ， ，0

2
3321 









 yx  

03321  yx   接線は 0432  yx  

法線は 0
2
3

2
113 










 yx )( ， 0

2
3132 









 yx )( ， 

2
33232  yx   法線は 033234  yx  

 ⑵ xFx 2 ， yFy 2
1  より 011

2
1

2
5

2
52 










 )(yx  

0
2
1

2
1

2
55  yx ， 01552  yx   接線 は 0452  yx  

法線は 01
2
52

2
51

2
1 










 )(yx ， 0152

2
5 









 )(yx  

05252
2
5  yx ， 0545452  yx   法線は 055542  yx  

 ⑶ xFyF yx  ，  より 04114  )()( yx ， 0444  yx   接線は 084  yx  

法線は 04411  )()( yx   法線は 0154  yx  

 
 ⑷ yFF yx 24  ，  より 02414  )()( yx ， 021  yx   接線は 01  yx  

法線は 02414  )()( yx ， 021  yx   法線は 03  yx  

 



4 

 ⑴ 0222  yxxyF ○ア， 022  xyyFx ○イ をみたす(x，y)を求める。 

○イより 02  )( xyy なので 0y ，又は xy 2 。 0y は○アをみたさないので 

xy 2 ○ウ，これを○アに代入して 0224 33  xx  よって 1x ，○ウより 2y  

0
14

4
2

2
2 ＜








xxy
y

F
F
y

xx  より yは 1x で極大値 2y をとる。 

 ⑵ 088 22  yxyxF ○ア， 028 2  xyFx ○イ をみたす(x，y)を求める。 

○イより 04 2  xy  よって 04 22  yxx ○イ '。○ア－○イ 'より 084  yx  

よって yx 2 ○ウ。○アより 04816 4  yyy ， 048 4  yy  

02 4  yy ， 02 3  )( yy 。 0y のとき○イが成立しないので 23 y 。 

よって 3 2y 。○ウより 3 22x  

 
  0

24228

22
28
2

233

23

2

2

＜










yx
y

F
F
y

xx  より yは 3 22x で極大値 3 2y をとる。 

 ⑶ 0333  xyyxF ○ア， 033 2  yxFx ○イ をみたす(x，y)を求める。 

○イより 2xy   よって○アより 03 363  xxx ， 022 3336  )(xxxx  

よって 0x ， 3 2 。 0x のとき 0y だが，このとき 033 2  xyFy  となるので 

)，()，( 00yx は特異点。 3 2x  のとき 23 2 )(y  で 

  0
2323

26
33

6
343

3

2 ＜







xy
x

F
F
y

xx  より yは 3 2x で極大値 23 2 )(y をとる。 

 ⑷ 0154 22  yxyxF ○ア， 042  yxFx ○イ をみたす(x，y)を求める。 

○イより xy
2
1 なので ○アより 01

4
52 222  xxx ， 242  xx ， 。 

よって 1y 。 

)，()，( 12 yx  のとき 0
108

1
52

1
104

2
＞










yxyxF
F
y

xx  

)，()，( 12yx  のとき 0
54

1
＜




y

xx

F
F  

よって yは 2x のとき極小値 1y ， 2x のとき極大値 1y をとる。 

 



5 
 ⑴ yxxfyf yxyx 42  gg ，，，  より 

024 22  xyff xyyx gg  をみたすのは 22 42 yx  ， yx 2 のとき。 

与式に代入して 122 22  yy  
2
1y ，よって

2
1x (複号同順)。 

曲面 12 22  yx と曲面 xyz  との交わりは第 1，第 3 象限で極大値，第 2，第 4

象限で極小値をもつことがそれぞれ「研究」の等高線図を利用する方法で分かる

ので 











2
1

2
1

，)，( yx  のとき極大値
22

1z  











2
1

2
1 ，)，( yx  のとき極小値

22
1z  

 ⑵ yxff yxyx 2212  gg ，，，  より 024  xyff xyyx gg 。 

これをみたすのは yx 2 のとき。 

与式に代入して 14 22  yy  

3
1y ，

3
2x （複号同順）。 

曲面 122  yx と平面 yxz  2 との交わりは，第 1 象限で極大値，第 3 象限で

極小値をもつことがそれぞれ「研究」の等高線図を利用する方法で分かるので 











3
1

3
2

，)，( yx  のとき極小値 3
3

1
3
4 z  








 
3
1

3
2
，)，( yx  のとき極大値 3

3
1

3
4 z  

 ⑶ xyyfxf yxyx  gg ，，， 22  より  

022 22  yxff xyyx gg  をみたすのは yx  のとき。 

与式に代入して 12 x ， 1x 。与式より 1y （複号同順）。 

曲面 1xy と曲面 22 yxz  との交わりは，第 1 象限，第 3 象限で極小値をも

つことがそれぞれ「研究」の等高線図を利用する方法で分かるので 

)，()，( 11yx  で極小値 211 z  

)，()，( 11 yx  で極小値 211 22  )()(z  

 



6 
22 2 ByExyAxyxf )，( ， 0122  yxyx )，(g  とする。 

EyAxfx 22  ， ByExf y 22  ， xx 2g ， yy 2g  より極値をとる点 )，()，( bayx  について， 

ラグランジュの乗数法より 















0
0

0222
0222

bBEa
EbaA

bBbEa
aEbAa

)(

)(
よって　

)(

)(







 

従って ○ア×a，○イ×bより 







0
0

2

2

bBEab
EbaaA
)(

)(


  

○ア '＋○イ ' より 02 2222  bBbEabaAa   

 )( 2222 2 baBbEabAa    

よって )，( baf   （今 0122  baba )，(g ） 

条件 0122  yx のもとで連続関数 )，( yxf が最大値，最小値をもつ事実を用いると λは極値である。○ウ  

一方，○ア  ○イが )，()，( 00ba 以外の解をもつには 02  EBA ))((  ， 

022  EABBA  )(  ○エ  ○ウより λは極値だが M，mが極値なので mM， であり 

○エより mMBA  ， MmEAB  2 ，である。 

 

(参考) 


























b
a

b
a

BE
EA

 が ○ア  ○イ  より導かれるが，今 122  ba より 









b
a









0
0

 であるからλは対称行列 







BE
EA

の固有値である。 
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底面の半径を x，高さを yとすると体積 32 ayxV   であるから 32 ayxyx  )，(g とおく。 

表面積 xyxyxf  22, 2 )( とする。 

yxf x  24  ， xf y 2 ， xyx 2g ， 2xy g  より 02224 2  )()( xyxxyxff xyyx gg  

02224 2  )()( xyxxyx ， 0424 223  yxyxx  

022 223  yxyxx ， 0＞x より x2 でわると 022  yyx ， yx 2  

このとき 32 2 axxV   なので 
2

3
3 ax   

33 2
2

2 
ayax  ，  表面積が最小となる xは必ずあるので，このときが求める答となる。 

底面の半径は
3 2
a

，高さは
3 2

2

a  

 

○ア  
○イ  

○ア ' 
○イ ' 



演習（p.124） 

)(   yax  ……○ア  

より 02  yaxf とおくと 

02   yf   よって 
2
y  これを○アに代入して 

422

2yyyyax 





   よって axy 42   

 


