
５章 微分方程式 

３節 2 階微分方程式（p.178～199） 
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練習 2 C，D は任意定数 
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練習 3 C，D は任意定数 
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練習 4 
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練習 5 

 ⑴ xy sin  とすると より， xyxy sincos   
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 ⑵ sin cosy C x D x    （C，D は任意定数） 

 

練習 6 
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22 22 xxyy   と微分方程式を満たすので解である。 
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練習 7 C，D は任意定数 
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 ⑶ 特性方程式 ⑷ 特性方程式 
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練習 8 

 ⑴ 特性方程式 
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 ⑶ 特性方程式 
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練習 9 C，D は任意定数 

 ⑴ xyyy 32   
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同次の特性方程式  
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練習 10 C，D は任意定数 
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練習 11 C，D は任意定数 
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 ⑵ xeyyy 396   
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練習 12 C，D は任意定数 

 ⑴ xyyy cos3   

同次の特性方程式  
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練習 13 C，D は任意定数 

 ⑴ xyy 3sin29   

同次の特性方程式  
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練習 14 
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練習 15 C，D は任意定数 
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練習 16 C，D は任意定数 
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





 )，(  

∴ 1 つの解は 

xx

x
xx

x

xx
x

x

xx
x

exe

dxeedxe

dx
e
eeedx

e
eeey

33

5
23

33
2

32
3

25
1

5
1

55

55
























 

したがって一般解は  

 

 

 ⑵ xeyyy x log2   

同次の特性方程式  

 

 

xxxxxx
xxx

xx
xx exeexeee

xeee
xeexeeW 2


 )()，(  

∴ 1 つの解は 

2 2

2 2

2 2

2 2

log log

log log

1 1 1 1log log
2 2

1 1log log
2 4

1 3log
2 4

x x x x
x x

x x

x x

x x

x x

x x

xe e x e e xy e dx x e dx
e e

e x x dx xe x dx

e x x x dx xe x x x dx
x x

e x x x x e x x x

x e x x e

 
 
 
 

 
  
 

  
   

  

            
   

       
 

 

 

( )

 

したがって一般解は 2 21 3log
2 4

x x xy x e x x e C Dx e   ( )  

 

2

3 2

6 0

3 2 0

3 2 x xy Ce De

 

 

 

  

  

    

( )( )

，

2

2

2 1 0

1 0

1 xy C Dx e

 





  

 

   

( )

( )

3 3 3 2

3 3 2

1 1
5 25
1
5

x x x x

x x x

y xe e Ce De

xe Ce De





   

  



 ⑶ 
x

yy 3cos
1  

同次の特性方程式  

 

1
cossin

sincos
sincos 




xx

xx
xxW )，(  

∴ 1 つの解は 

x
xx

x
x
x

x

xx
x

xxxxdx
x

xdx
x

xx

dx
x

xxdx
x

xxy

cos
cos2
1

cos2
sin21

cos
sin

cos2
1

tansin
cos2
1

tansincos
2
1cos

cos
1sin

cos
sincos

1

cos
cos

1

sin
1

sin
cos

1

cos

22

2
23

33














 





 






 




 

したがって一般解は 

  

1 cos cos sin
2 cos

1 cos sin
2 cos

y x C x D x
x

C x D x
x

   

  
 

 

2 1 0

cos sin

i

y C x D x

    

  



練習 17 C，D は任意定数 

 
②

①

















tx
dt
dy

ty
dt
dx

2sin

2cos
 

①を t で微分 t
dt
dy

dt
xd 2sin22

2

  

②を代入して ttx
dt

xd 2sin22sin2

2

  

 ∴ ③tx
dt

xd 2sin32

2

  

③の同次の特性方程式  

 

③の 1 つの解を tBtAx 2sin2cos   と予想 

tBtA
dt

xd

tBtA
dt
dx

2sin42cos4

2cos22sin2

2

2




 

ttBtA

ttBtAtBtA

2sin32sin52cos5

2sin32sin2cos2sin42cos4




 

5
30

35

05











BA

B

A
，より  

∴ ③の一般解は 3 sin 2
5

t tx t Ce Ce    

①より  

 

 

 

 

 

2 1 0 1

cos sinx C t D t

    

  

cos 2

6 cos 2 cos 2
5
1 cos 2
5

t t

t t

dxy t
dt

t t Ce De

t Ce De





 

   

  



練習 18 C，D は任意定数 

 ⑴ 042  yyxyx  

の形の解があると予想xy   

041

1
122

21

















xxxxx

xyxy

)(

)(，
 

2

04

04
2

2













 

∴ は解　， 22  xyxy  

これらは 1 次独立であるので  2 2y Cx Dx   

 

 ⑵ 02  yyxyx  

の形の解があると予想xy   

01

1 21



 









xxx

xyxy

)(

)(，
 

101

01
2

2









)(
 

∴ も解である。　は解であり，　 Cxyxy   

この C を x の関数 u として   

 

 
2

3 2 2

3 2

2 0

2 0

0

0

0

log

x u x u x u x u ux

u x x u u x ux ux

x u x u

xu u

xu

Cu x C u u C x D
x

      

      

  

  

  

      

( ) ( )

( )

 

よって一般解は， logy C x D x ( )  

 

uxuy

uxuy

uxy







2

とおく。



練習 19 C，D は任意定数 

 ⑴ 01213  yxyxyx )()(  
xx eyyey   

つの解である。は微分方程式の

)()(

1

01213
x

xxx

ey

exexxe




 

 

 ⑵ u と x の関数とし， xuey   とおく 

より)()()()(

，

012132

2





xxxxxx

xxxxx

uexueeuxueeueux

ueeueuyueeuy
 

とおくと

)(

pu

uxux



 01
 

1 0

1 1

log log

1

x C

x

x x

xp x p

xdp dx
p x

p x x C

p Cxe e C

u C xe

u C xe dx C x e D

 
  

   



  

   

 

   

( )

( )

( )

 

したがって，一般解は 

2

1

1

x x

x x

y C x e D e

C x e De

  

  

( ( ) )

( )
 

 



節末問題（p.200） 

1 C，D は任意定数 

 ⑴ 1cos2  xy  

2

2

1
cos

1 tan
cos

log cos

y
x

y dx x C
x

y x Cx D





 

   

   

 

 

 ⑵ 32 )( yyy   

p
dy
dpypy  とおくと，  

32 pp
dy
dpy   

2 2
1 1

11 1

1 1

1

log

log
x Cy D x Dy

dp dy
p y

CyC
p y y

y yp y
Cy Cy

Cy dy dx
y

y Cy x D

y x Cy D

y e Ce  

 
 
 
 









    

 
 




  

  

   

  

 

 ⑶ 012  )( yy  

pypy  とおくと，  

012  pp  

2

1

1
1

Tan

tan

tan

log cos

dp dx
p

p x C

p x C

y x C dx

x C D








 


  

  

  

   




( )

( )

( )

 

 



2 C，D は任意定数 

 ⑴ 042  yy  

i31
2

1642
0422 


   

∴ cos 3 sin 3xy e C x D x ( ) 

 

 ⑵ 0168  yy  

4
2

64648
01682 


   

∴ 4 xy C Dx e ( )  

 

 ⑶ 323 xyyy   

同次の特性方程式  

 

 

1 つの解を DCxBxAxy  23 と予想 

     
BAxy

CBxAxy

26

23 2




 

3232 222236926 xDCxBxAxCBxAxBAx   

 

 

 

 

 

∴ 
8
45

4
21

4
9

2
1 23  xxxy  

∴ 3 2 21 9 21 45
2 4 4 8

x xy x x x Ce De        

 

 ⑷ xeyyy  65  

同次の一般解は， 

 

 

1 つの解を xAey  と予想 

     xx AeyAey   ，  

x

xxxx

eyAA

eAeAeAe









12
1

12
1112

65
 

よって一般解は， 2 31
12

x x xy e Ce De    

2

2 3

5 6 0

2 3 0 2 3
x xy Ce De

 

  

  

   

  

( )( ) ，

2

2

3 2 0

1 2 0 1 2
x xy Ce De

 

  
 

  

     

  

( )( ) ，

8
45

4
21

4
9

2
1

0232

0266

029

12






























D

C

B

A

DCB

CBA

BA

A

より



 ⑸ xxyyy sin22cos32   

同次の一般解は 

 

 

 

 

1 つの解を xDxCxBxAy sincos2sin2cos  と予想 

     
xDxCxBxAy

xDxCxBxAy

sincos2sin42cos4

cossin2cos22sin2




 

xx

xDxCxBxA

xDxCxBxA

xDxCxBxA

sin22cos

sincos2sin2cos

cos3sin32cos62sin6

sin2cos22sin82cos8









 

5
1

5
3

85
6

85
7

232

032

068

168






























D

C

B

A

DCD

CDC

BAB

ABA

より  

  ∴ xxxxy sin
5
1cos

5
32sin

85
62cos

85
7   

よって一般解は，
1
27 6 3 1cos 2 sin 2 cos sin

85 85 5 5
xxy x x x x Ce De        

 

 ⑹ 
x

yy
cos

1  

同次の一般解は 

 

1sincos )，( xxW  

∴ 1 つの解は 

xxxx

dx
x
xxdx

x
xxy

sincoslogcos

cos
cossin

cos
1sincos






 
 

よって 一般解は 

  cos log cos sin cos siny x x x x C x D x      

 

2

1
2

2 3 1 0

3 9 8 3 1 11
4 4 2

xxy Ce De

 



  

    

  

，

2 1 0

cos sin

i

y C x D x

    

  



3 C，D は任意定数 

 tx
dt
dxy

tyx
dt
dy

tyx
dt
dx














22
 

1233

12

121

2

2

2
2

2









 



ttx
dt
dx

ttx
dt
dxx

dt
dx

tyx
dt
dx

dt
dy

dt
dx

dt
xd

 

1233 2
2

2

 ttx
dt
dx

dt
xd  

同次の一般解  

 

 

 

1 つの解を CBtAtx  2  と予想 

A
dt

xd

BAt
dt
dx

2

2

2

2




 

12333362 22  ttCBtAtBAtA  

9
10

3
1

1332

236

13


















CBA

CBA

BA

A

，，より  

したがって 
3

2 2 3 31 1 cos sin
3 9 2 2

t
x t e C t D t

 
    

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

2

3
2

3 9 12 3 3
3 3 0

2 2

3 3cos sin
2 2

t

i

x e C t D t

  
  

    

 
    

 

2
3

dxy x t
dt

   

 
3 3
2 23 3 3 3 3 33 cos sin sin cos

2 2 2 2 2 2 2

1
3

t t
t e C t D t e C t D t

   
       

   

 2 1
9

t 
3
2 3 3cos sin

2 2
t

e C t D t t
 

   
 

   
3

2 2 3 31 1 1 1 3 cos 3 sin
3 3 9 2 2 2

t
t t e C D t C D t

 
       

 



4 xxeyyy  56  

 ⑴ xebxaxy )(  2  

xxx

xx

ebxaxebaxaey

ebxaxebaxy

)()(

)()(





2

2

222

2
 

xxx

xxxxxxxxx

xebxeeax

bxeeaxbeaxebxeeaxbeaxeae





55

66612242
2

22

 

16
1
8
1

0622

156124















b

a

bba

bbaba
より  

x

x

exx

exxy

)( 







 

2

2

2
16
1

2
1

8
1

 

 

 ⑵ 同時の特性方程式 
2

5

6 5 0

1 5 0 1 5
x xy Ce De

 

  

  

   

  

( )( ) ，  

したがって 2 51 2
16

x x xy x x e Ce De    ( )   C，D は任意定数 

 



5 C，D は任意定数 

032143 22  yxyxxyxx )()()(  

 ⑴ よりxxx eyeyey    

つの解は　

)())(()(

1

032143 22

x

xxx

ey
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 ⑵ u を x の関数として， xuey   とおく 
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とおくとpu   
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x dx
x x

p x x x C
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したがって一般解は 2 3 xy C x x De   ( )  
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特性方程式  

 

 

 

したがって 

 

 

 

 

 

 

 

（D，E は任意定数） 
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演習 

 ⑴ 22 3 xyyxyx   

tt ey
dt
dy

dt
ydex 2
2

2

2  とおくと　　  

同次方程式の特性方程式 0112 22  )( より 1  

したがって，同次方程式の一般解は ty C Dt e C D ( ) ( ， は任意定数) 

1 つの解を tAey 2  と予想して微分方程式に代入すると 

tttt eAeAeAe 2222 44   より 
9
1A  

ゆえに，一般解は 21
9

t ty e C Dt e  ( )  

tex   を代入すれば，求める一般解は 

2 11 log
9

y x C D x x  ( )  

 

 ⑵ 2254 22  xxyyxyx  

2255 2
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dt
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dt
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同次の特性方程式 
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（C，D は任意定数） 

1 つの解を CBeAey tt  2 とおくと 
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したがって一般解は 
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