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　複素数の定義

　実数 a と b の組を用い，  という規約を

もった“ i ”についての一次式

を，単位 1 と i を二つもつという意味で複素数

(complex numbers) と名づける。a と bi の間に

ある記号  の意味はあまり深刻に考える必要はな

い。単なる記号 x についての一次式  の 

と同じである。単に二項をまとめて考える，もし

くは and の意味である。この段階では  は

積とはいえない。i という記号の定義である。こ

れを用いて複素数の積が妥当に定義される（well 
defined）のである。

　実数部分が 0 である複素数　　　　　を純虚数

という。

　複素数の相等の定義

　二つの複素数  と  が等しいことを i
についての二つの一次式の相等の定義を用い

と定める。これによって，実数を  ，純虚数

を  と考えると，これらにも和を定めること

ができる。

　複素数平面の定義

　平面に，二本の直交する直線をとり，交点を

原点 O とし，いずれも実数を目盛る。一方を実

数軸（ x 軸）と名づけ，単位を OE とし，直線上

の点を OE の実数倍で表す。これに直交する方

を虚数軸（  軸）と名づけ，単位を OI とし，直

線上の点を OI の実数倍で表す。ただし，長さは

とし，単位 OE は無視，OI は記号 i で表

す。複素数  を平面上の点　　　　 と同一視

して平面上に表す。このようにして，各点を複素

数として表された平面を複素数平面という。

　ここまで準備すると，  の  は，二つのベ

クトル 　　 と 　    の和（長方形の対角線）とい

う意味づけができる。

　原点 O と点 P の距離

を絶対値といい r で表し，  のとき　　　　　

を向きと定めると，複素数は大きさ（絶対値）と

向きをもった原点を基点とする位置ベクトルと考

えることができる。

複素数と複素数平面　～授業の前に～ 　　　
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のはじめの三つを紹介する。まずは複素数は単なる原点を基点とする位置ベクトルであるということ，

不思議や神秘性など考える必要はない。次になぜ複素数に積が定められたかということ，これも理由

がはっきりしている。第三に，複素数に関する記号が煩雑でうんざりする。特に馴染めないという偏

角の記号 arg について応用の例を挙げる。
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　複素数の演算

　この複素数を i に対する一次式と見なし，和

（差）と積を定める。和は通常のベクトルとして

の和でもある。実数と複素数との積も一次式やベ

クトルの場合と同様である。この段階までは複素

数を i を用いて表すことの利点はなにもない。敢

えて i についての一次式などにせずともよい。点

の座標で表されたベクトルと変わりはない。実際

オイラーなどの先人たちも，はじめはそのように

表していたようである。複素数どうしの積は一次

式の積に 　　　 との規約を定め

となったかをオイラーの著作から考えてみる。そ

の著書「無限解析」の第８章“円から生じる超越量”

で，z を実数とするとき，等式

の左辺の

という因数分解を行った。元本を読んでもらうし

かないが，de Moivre の定理に言及し，なんと三

角関数の実数変数 z による級数展開まで作り出し

ている。この 　　   を和と差の積に因数分解する

場合  という記号 i を用いる利便性に気づ

き

という等式が成立し，i についての一次式である

複素数に我々の馴染みの積の構造を構築すること

ができたのである。

　複素数平面の構築と複素数の積に回転という意

味をもたせた経緯を次に解説する。

　複素数平面の誕生

　数学の多くの分野は“超”と言われている天才

の開拓する部分がたくさんある。複素数平面また

は複素平面をガウス平面とも，そして複素数の絶

対値と偏角を用いての表現法，極形式をオイラー

形式ともいう。ガウス（1777-1855）もオイラー

（1707-1783）も超天才であることを誰も否定し

ない。これらの人たちが複素数を数学に取り入れ，

大きな成果を出したことも知られている。しかし，

実際には複素数平面の構成には数学の歴史から忘

れ去られたような人たちが関与している。しかも，

彼らは専門の数学者ですらない。数学の歴史の霞

のベールに覆われた人の幽かな光を感じることは

数学を幾分身近なものと感じる助けになるのでは。

　○ヴェッセル（CasperWessel : 1745-1818 ノー

ルウエイ）の着想

　リュウマチのため測量技師としての実務を引退

した後に研究を行ったといわれている。ヴェッセ

ルが考えた複素数の“偏角”の概念に至ったであ

ろう経緯を辿ってみる。

　複素数を  とする。この複素数を何回

か掛けると

実数部分に比べて虚数部分の係数の絶対値が小さ

く，  は殆ど負の実数とみなせる。実際，　　　

　　　 
である。ここで複素数  が実数直

線の正の部分とある角度 をもつと仮定。5 回掛

けると約 180°になることから

と考えることができる。  を平面上の点

と同一視を行い　　　  とし，原点と結んでその

方向（余弦）を求めると，x 軸方向は　 ，y 軸方

向は　 で

である。既にヴェッセルは，原点を始点とする位

置ベクトルとして複素数の加法，減法，実数倍を

平面上の線分図として表現していた。ここで，複

素数の乗法も平面上の点の回転として表現可能で

あることの確証を得た。そして，原点と複素数を

結んだ線分と x 軸の正の部分とのなす角を偏角と

名づけた。このアイデアを 1799 年に論文として

発表したが，1895 年の再発見まで忘れ去られて

いた。
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　○アルガン（Jean Robert Argand : 1768-1822 

スイス）の発想

　アルガンは，パリで簿記の仕事をしていた。

1777 年に初めてオイラーが論文で虚数単位 i を用

いたことがわかっているので，アルガンは iを知っ

ていたと思われる。1806 年に自分の名前を記せ

ず冊子で，通常の実数を横軸の x 軸に，その鉛直

方向の y 軸の単位の長さの位置に虚数単位を目盛

り，複素数平面を構成し，原点と平面上の点の距

離として複素数の絶対値の概念を発表した。直接

アルガンの冊子を参照できないが，相乗平均（平

方根）の作図から複素数平面を構成の確証を得た

と言われている。

　二つの 0 でない正の実数 a，b の相乗平均　　

は，平均を求める二つの数を載せた数直線と直交

した直線上に作図できる。点 P は線分 AB の点 H 
での垂線と，線分 AB の中点 M を中心とし，線

分 AB を直径とする半円との交点である。このと

き，二つの直角三角形△AHP と△PHB の相似比

を考えれば直ちに説明ができる。

　虚数単位  　　　 は，根号の中身を 　　　と

見なせば，形式的に  と  の相乗平均と考える

ことができそうだ，という発想が生まれたのだろ

う。

　したがって，虚数単位を  と  が載っている

実数軸に垂直な直線上に目盛れるのでは，と考え

たのだと思う。

　アルガンの埋もれていた冊子を発見した人は砲

術の研究者で鉛直方向の運動に興味をもってお

り，複素数の幾何的解釈を何人かの数学者に紹介

した。しかし世に出たのは数学者ルジャンドルの

書簡にこの冊子が参照の形で掲載されていたのが

発見され，1813 年に発表されてからだという。

　なぜ，複素数に積が定義されたのか，ではなく，

平面上の点の回転と関連のある積を構築したいた

めに複素数が考えられ，それを表現するため複素

数平面が生まれたのである。

　使用する文字や記号についてと少しの話題

　複素数平面上の複素数は，アルファベットの z
やギリシア文字を用い，複素数を表す点と原点が

始点，その点が終点の位置ベクトルを同一視す

る。

複素数 z の絶対値を 　　　　　　　と表す。

のとき，z の方向余弦を用い， 　　　　，

とする。  を偏角といい

などと表す。これから複素数の極形式（オイラー

形式）が得られる。

そして，複素数の積　　 について，三角関数の加

法定理を考えれば

のように，記号 arg について対数の和と同等な性質

をみたすことも証明できる。n を任意の整数とす

るとき，数学的帰納法を用いて，次の de Moivre
の定理の成立を証明できる。

　○ドゥモアヴル（Abraham de Moivre, 1667-

1754 フランス）イギリス風にはデモイヴ。1685 

年のルイ 14 世によるナントの勅令の廃止後，プ

ロテスタントとしての弾圧に遭い，二年間の投獄

のあと 1688 年イギリスに渡る。確率論に業績が

ある。ニュウトンの良き理解者としても有名。

ニュウトンも複雑な問題に出会うと「これは，デ

モイヴ氏に訊くように」といっていたらしい。数

学はまったくの独学であったという。
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（１）円周率を表す公式

　複素数を  　　　　　　　と表すとき，偏角 

は逆正接関数によって

として得られる。ただし，　　　　　 とする。

微分法の教科書を参照してもらわないとならない

が，この範囲で逆正接関数は次のように級数展開

される。まず，次の分数関数を展開する。

この級数の収束半径は  である。関数   
　　 

　

の原始関数のひとつが  であり，右辺の項

別積分は収束し，左辺の積分に一致する。

  

この級数は  のとき，　　　　　 とすると，

　　　　   なので，交代級数の収束条件をみたし，

収束する。

これを用いて  の近似値を求めてみると，  

即ち，分母が 199 になるまで加えても

3.13159290 …  

と収束が遅い。

　そこで，arg の対数性とヴェッセルの複素数の

偏角の発想から，次の例のように積や累乗の工夫

をして収束の速い級数を見つけることができる。

     　　　　　　　　 （オイラーの公式）

   　　　　　　　　　　　（マチンの公式）

次のラザフォードの公式はどのようにして得られ

るのだろう。

（２）不思議：三角形の内角の和

　複素数平面上の異なる三点  が頂点を

 とする  をなすとき，この角の大きさは

複素数の商　　　  の偏角の大きさである。

記号 arg の対数性から

　最後に

　現在のような形で複素数平面や i を用いた複素

数の表記が直ちに用いられたのではない。その経

緯を多少でも知ることは，今ある疑問を和らげる

手助けになるのではないか。数学は独自に勝手に

進化したものではない。人間の様々な活動のなか

から，やむにやまれぬ必要性から生まれたものも

多い。厳密化は本質の理解の助けになるとは限ら

ない。オイラーをはじめ，先人の発想の豊かさ大

らかさへの感動の方が大きい。文化の香りのしな

いカリキュラムや公式だけで数学が理解できるか

は疑問である。
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