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正多面体の大学入試問題を簡単に解く
－模型（正四面体・正六面体・正八面体・正十二面体・正二十面体）を見せながら－

　生徒に模型を見せながら，正多面体の大学入試

問題を解説したのでここに紹介させていただく。

１．正多面体の性質

　正多面体は，適するように頂点を選ぶことで，

別の正多面体を作ることができる。

　①正六面体 (1 つおきの頂点 ) →正四面体

　②正六面体 ( 各面の中心 ) →正八面体

　③正四面体 ( 各辺の中点 ) →正八面体

　④正十二面体 ( ８個の頂点 ) →正六面体

　①　　　　　　　　　　②

　③　　　　　　　　　　④

　新課程が始まり，数学Ａで多面体の性質が扱われることになりました。

これまで以上に空間ベクトルと多面体の入試問題が出題されることが想定されます。

　今回は，模型を用いて多面体およびベクトルの大学入試問題を解説した授業実践を

報告していただきました。

２．大学入試問題

　

　解答

　　立方体から４個の

　○印の頂点を切り落

　とすと，正四面体が

　できる。

　　また，４点 P，Ｑ，
　R，Sは正八面体の
　頂点でもある。

　

例題１　正四面体 ABCDにおいて，
， ， とし，辺 AB，AC，

CD， BDの中点をそれぞれ P，Ｑ，R，Sとす
る。このとき，４点 P，Ｑ，R，Sは同一平面
上にあることを示し，さらに四角形 PＱRS
は正方形になることを示せ。

　　　　〔2011 年弘前大学〕

例題２　１辺の長さが１の正十二面体を考え

る。点 O，A，B，C，D，E，Fを図に示す正十二
面体の頂点とし， ， ， と

おくとき，以下の問いに答えよ。なお，正

十二面体では，すべての面は合同な正五角形

であり，各頂点は３つの正五角形に共有され

ている。

(1) １辺の長さが１の正五角形の対角線の長

　さを求めて，内積 を求めよ。

(2) ， を ，  ， を用いて表せ。
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　解答　

　(1)(2) 略

　(3) 正十二面体は，立方体 ( 一辺の長さは正五

　角形の対角線 ) の各面に屋根【図１】を付けた

　形である。　　　　　　　　　　　　

　対角線の長さを  とおくと，トレミ－の定理に

より，  から 　 　　

　  より， 

また，ＡＢの中点をＭとすると

　　　　　　　　　　　　　　であるから

 

正十二面体の外接球の直径は，立方体の対角線の

長さであるから，

 　　　

 

よって， 

　　　　　　　　　　　　

　解答

　(1)(2) 略

　(3)

( 平面 )

　　　【図１】　　　　　　　　 　【図２】

　三角形 ABMの外接円は  に接し，

 

　よって，  であるから

　 

(3) Oから平面 ABDに垂線 OHを下ろす。
　 を ， ， を用いて表せ。さらにその

　長さを求めよ。

〔2011 年福井大学〕

例題３　１辺の長さ１の正四面体 OABCに
おいて，辺 OCの中点をM，辺 ABの中点を
Nとする。  ， ， とする

とき，以下の問に答えよ。

(1) とする。  の値を求めよ。

(2)  とする。線分MNを  に

　内分する点を Pとするとき，
　 を ， ， , sを用いて表せ。
(3) 三角形 ABMの外心をＱとする。 を ，

　 ， を用いて表せ。

(4) ２直線 OAと OBに平行で点 Cを通る平
　面を  とする。点 A，B，Mを通り，平面  
　上に中心をもつ球面を Sとする。Sの中心
　を Rとするとき， を ， ， を用いて

　表せ。　　　　　　　〔2011 年岐阜大学〕

【図１】
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(4) 

点Ｑを通り，平面 ABMに垂直な直線と平面  と
の交点が Rである。( 平面 ABM)　　 であるから
２つの立方体を重ねると

　　　 

　解答　

　(1)(2) 略

　(3)

　AGは正五角形の対角線の長さで，トレミ－の
定理 ( 例題２参照 ) より

　　　　　　である。   であるから，
　

 

(4) 点 Oから平面 DEGに垂線 OHを引くと，
△ DEGは正三角形であるから，点 Hは外心で
あり重心でもある。

 

 

　解答

　(1)(2) 略

　　　  　　【図１】　　　　　　 　　【図２】

平面 

例題４　一辺の長さが１の正二十面体Wの
すべての頂点が球 Sの表面上にあるとき，次
の問いに答えよ。なお，正二十面体は，すべ

ての面が合同な正三角形であり，各頂点は５

つの正三角形に共有されている。

(1) 正二十面体の頂点の総数を求めよ。

(2) 正二十面体Wの１つの頂点を A，頂点 A
からの距離が１である５つの頂点を B，C，D，
E，Fとする。正五角形 BCDEFの外接円の半
径 Rと対角線 BEの長さを求めよ。
問題文から  の値を省略

(3) ２つの頂点D,  Eからの距離が１である２
つの頂点のうち，頂点 Aでない方を Gとする。
球 Sの直径 BGの長さを求めよ。
(4) 球 Sの中心を Oとする。△ DEGを底面
とする三角錐 ODEGの体積を求めよ。

〔2010 年岐阜薬科大学〕

 

例題５　すべての辺の長さが１の四角錐が

ある。この四角錐の頂点を O，底面を正方形
ABCDとし， ， ， とす

る。このとき，次の各問に答えよ。

(1)  を ，  ， を用いて表せ。

(2)内積 ， ，  をそれぞれ求めよ。

(3) 点 P，O，B，Cが正四面体の頂点となるよ
うなすべての点 Pについて， を ， ，  

を用いて表せ。　　　　〔2010 年宮崎大学〕
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(3) 正四面体の６つの辺の中点を結ぶと正八面体

ができる。５点 O，A，B，C，Dは正八面体の頂点
である。【図１】

　 

また，もう一つの点  は，点 Pの平面 OBCに
関する対称点であり，△ OBCの重心を Gとおく
と線分 PGを２：１に外分する点である。【図２】

　　　　　　　　　　　　　　 

よって， 　　　　　　， 

2012 年度の問題から

　　　　　　　　

　解答

　立方体の一辺の長さは，  であるから

正八面体の体積 Vは，

３本の線分 AFと BDと CEは１点 O ( 立方体の
中心 ) で交わり，この点が

外接球と内接球の中心であ

る。

外接球の半径は， 

また，線分 BC，DEの
中点をそれぞれM，N
とすると，内接球の半径は

 

【参考】

岡多賀彦先生 ( 元高校教師大阪府在住 ) の手作り

の模型 ( 下の写真 ) を頂いたものです。

　このような模型を使用することで，イメージが

掴み易くなり，生徒の理解の手助けとなることが

期待されます。

一辺の長さが aの正八面体の体積と，この
正八面体に内接する球，外接する球の半径

を求めよ。　　　〔2012 年名古屋市立大学〕


