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（証明）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

線分 AJ，BJ，CJの延長と
BC，CA，ABとの交点を順に，
D，E，Fとする。
ここで面積比の条件より，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　が成り立つ。

ここで，  （  ）とすると，

と表せる。

一方，
 

 （
  

）とすると

  

と表せる。ここで，　　　　， 　　　かつ　　と

は平行でないから，（　 と　   は１次独立だから）

係数を比較して  ，  についての連立方程式

を得る。これを解くと，

　　　　　　　　　　　　　　　　　  を得る。

このことから，

  

 

 

ゆえに　　　  　　　　　　　　である。

（証明終）

（補題の補足）　　　　　　　　　　　　　　　

点  が三角形の周または外部にあっても補題は成

り立つ。

　高校数学の知識を応用して三角形の五心のベク

トル表示を導いてみたい。先に結果を紹介しよう。

   の頂点の位置ベクトルを

とする。また  とする。さ

らに，    の重心を 　　，内心を　　，外心を

　　 ，垂心を　　 とすると　　　　　　　　　

　　

① （重心のベクトル表示）　

 
② （内心のベクトル表示）

 

③ （外心のベクトル表示）

④ （垂心のベクトル表示）

 

⑤    の３つの傍心の位置ベクトルは

で表される。これらの事項の証明はいろいろな形

でなされてきた。ここでは一つの補題を示すこと

によりこれらの証明が能率的に進むことを確認し

たい。

補題　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　三角形  
   
（
 
 　　　　　　　）の内部に点

をとる。面積比を考え

　（  ）　 

とする。このとき，

　　　　　　　　が成り立つ。

　　

“三角形の五心”のベクトル表示
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(1) 例えば，点  が直線  上にあれば，  の

面積を  と考える。

(2) 例えば，点  が直線  に関して点  と反対側

にあるときは，  の面積を負の値として扱う。

同様に  の外側に作られる三角形の面積は

負の値として扱う。

(1)　　　　　　　　　　(2)

① 「重心のベクトル表示」の証明

重心の性質から面積比を考えて

である。ゆえに，

補題１において， 　

としてよいから　　　　　　 を得る。   （証明終）

② 「内心のベクトル表示」の証明

  の内接円の半径を  とする。　　　　

面積比 

　　　  だから，補題１において，

  としてよい。

ゆえに，

を得る。　　　　（証明終）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
③ 「外心のベクトル表示」の証明

  の外接円の半径を  とする。　　　　

面積比 
 

 　

だから，補題１において，

， ， 

 としてよい。

ゆえに，

を得る。　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

④ 「垂心のベクトル表示」の証明

　　　（鋭角三角形の場合）

  の垂心を  とする。面積比を考えて

ゆえに

（正弦定理を用いて）

ゆえに，　　　　　　　　　　　　　を得る。

直角三角形や鈍角三角形の場合も基本的に成り立

つが紙面の都合で省略する。　　　　　（証明終）

　⑤ 「傍心のベクトル表示」の証明

辺 BCに関して頂点 Aと反対側にある傍心 
について証明する。（他の傍心の場合も同様）

明らかに，   は角 Aの 2等分線上にあるから

　 　　　　　　　　　　　と表せる。一方，

  
 
は角 Cの外角の 2等分線上の点でもあるから

  　 

 

　　　　　　　　　　　　 と表すこともできる。

　　    ，　　    かつ　  と　  は平行でないから，

　　　　　　　　　  を得る。これを解いて，

　　　　　　　　　　　　　 を得る。

　　　　　　　　　　　  　　　 　　　（証明終）
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更に，最大角が  より小さい三角形において

は，フェルマー点が「３点からの距離の和が最小

となる点」でもある。その距離の和の最小値が②

の APの大きさに等しい。（これらの証明は本論
から外れるので省略する。）

また，3点からの距離の和が最小となる点をシュ

タイナーの点ともいう。

このとき，フェルマー点　　 のベクトル表示は

 

で与えられる。　　　　　　　　　　　　　　

（証明）　（  とする。

また，APと BC，BQと CA，CRと ABの交点を
順に U，V，Wとする。）
 

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　……①

ここで，  で，辺 BQと辺 CRの

なす角は ，しかも  だから，

直線 SRは  の二等分線である。

ゆえに，

 

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　……②

同様にして，　　　　　　　　　　　　　 ……③

  
を用いて，①，②，③より

ここで補題１より上記の結果を得る。　（証明終）

c

a

b

この補題については次のような応用もある。

追加：「フェルマー点」のベクトル表示

[フェルマー点の説明 ]

   の外側に３つの正三角形  

 を作る。そのとき次の性質が成り立つ。

① 3 本の直線  は一点で交わる。（そ

　の点を Sとする。）
②   　

③   　　

この点 Sをフェルマー点という。
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