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構造力学第１３章 Web にリンク 

13-2 節 余力法 

予習  

(1) Cv ， Bθ （仮想仕事の原理） 

［実系］ 

支点反力 

2A B

P
V V= =  

曲げモーメント 

2A

P
M V x x= =  （ 0

2
x≤ ≤ ℓ ） 

( ) ( )
2B

P
M V x x= − = −ℓ ℓ  （ 0

2
x≤ ≤ ℓ ） 

 

 

［仮想系１］ Cv （点Ｃに鉛直下向きに単位仮想集中荷重） 

支点反力 

1

2 2A B

P
V V= = =  

曲げモーメント 

2A

x
M V x= =  （ 0

2
x≤ ≤ ℓ） 

( )
2B

x
M V x

−= − = ℓℓ  （ 0
2

x≤ ≤ ℓ ） 

 

 

仮想仕事の原理より，中央点Ｃの鉛直たわみ 

( )
32

0 2

1 1

2 2 2 2 48C C

MM x P x P P
P v v dx x dx x dx

EI EI EI EI

−     = = = + − =     
     

∫ ∫ ∫
ℓ ℓ

ℓ

ℓ ℓ
i ℓ 　  

 

［仮想系２］ Bθ （支点Ｂに時計回りの単位仮想モーメント荷重） 

支点反力 

1
A

M
V = − = −

ℓ ℓ
，

1
BV =
ℓ

 

曲げモーメント 

A

x
M V x= = −

ℓ
 （ 0 x≤ ≤ ℓ） 

 

 

  

P

2ℓ 2ℓ

EI

x

M図

4

Pℓ

+

1P =

2ℓ 2ℓ

EI

x

M図

4

ℓ

+

1M =

2ℓ 2ℓ

EI

x

M図

−ℓ
−



- 2 - 

 

したがって，支点Ｂのたわみ角（時計まわり＋） 

( )2

0 2

2

1 1

2 2

16

B B

MM x P x P
M dx x dx x dx

EI EI EI

P

EI

θ θ       = = = − + − −     
      

= −

∫ ∫ ∫
ℓ ℓ

ℓ

i ℓ
ℓ ℓ

ℓ
　　　　　

 

 

(2) Cv ， Aθ （微分方程式法） 

支点反力 

2A B

q
V V= = ℓ

 

曲げモーメント 

2 2

2 2 2A

qx q qx
M V x x= − = −ℓ

 （ 0 x≤ ≤ ℓ） 

 

（鉛直）たわみ v の微分方程式を下記境界条件の下で解く 

2

2 2

qx q
EIv M x′′ = − = − ℓ  （ 0 x≤ ≤ ℓ） 

境界条件 

支点Ａ（ 0x = ）：たわみ 0Av =  

支点Ｂ（ x = ℓ）：たわみ 0Bv =  

 

つまり，積分定数を 1C ， 2C とおくと， 

3
2

16 4

qx q
EIv x C′ = − +ℓ

 

4
3

1 224 12

qx q
EIv x C x C= − + +ℓ

 

上記境界条件より，
3

1 24

q
C = ℓ

， 2 0C = ，よって，たわみ v ，たわみ角 v θ′ = は， 

3 3
2

6 4 24

qx q q
EIv EI xθ′ = = − +ℓ ℓ

 

4 3
3

24 12 24

qx q q
EIv x x= − +ℓ ℓ

 

これより， 

45

2 384C

q
v v x

EI
 = = = 
 

ℓ ℓ
， ( )

3

0
24A

q
x

EI
θ θ= = = ℓ

  

EI
2ℓ 2ℓ

q

x
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(3) Bv ， Bθ （弾性荷重法） 

当該の問題の曲げモーメント図を曲げ剛性 EI で除

したものを分布荷重（弾性荷重）として，対応する

「共役ばり」に作用させる。そのとき，「モールの定

理」より，たわみ Bδ ， Bθ はそれぞれ共役ばりのＢ点

の曲げモーメント *BM ，せん断力 *BQ より求めるこ

とができる：  

 

弾性荷重（最大値）  

*
P

q
EI

= − ℓ
 

支点反力  

1
* *

2BV q= ℓ，

21 2 *
* *

2 3 3B

q
M q= − × = − ℓ

ℓ ℓ  

 

自由端Ｂのたわみ  

2 3*
*

3 3B B

q P
v M

EI

 
= = − = 

 

ℓ ℓ
 

自由端のたわみ角（時計回りを正）  

21
* * *

2 2B B B

P
Q R q

EI
θ = = − = − = ℓ

ℓ  

 

(4) Cv ， Cθ （カステリアーノの定理） 

点Ｃの鉛直たわみ Cv を求めるためには，点Ｃに鉛直下向きの

集中荷重が作用する系（当該問題そのもの）を考える。 

 

支点反力 

0H =∑ ： 0AH =  

0V =∑ ： AV P=  

0
A

M =∑ ： 0AM P+ =ℓ  → AM P= ℓ  

 

 

 

断面力（曲げモーメント） 

(i)柱ＡＢ（ 10 x≤ ≤ ℓ） 

AM M P= = − ℓ  → 
M

P

∂ = −
∂

ℓ  

  

EI

A

B

P

C
2EI

ℓ

1x
2x

ℓ

AH

AVAM

P

EI

ℓ

P− ℓ

M図

ℓ

−

M

EI

*BV

*BM*
P

q
EI

= − ℓ
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(ii)はりＣＢ（ 20 x≤ ≤ ℓ） 

2M Px= −  → 2

M
x

P

∂ = −
∂

 

カステリアーノの定理より， 

( )( ) ( )( )1 2 2 20 0

3

1 1

2

7

6

C

U M M
v dx P dx Px x dx

P EI P EI EI

P

EI

∂ ∂= = = − − + − −
∂ ∂∫ ∫ ∫

ℓ ℓ

ℓ ℓ

ℓ
　　　　=

  

 

また，点Ｃのたわみ角 Cθ （時計回りを正）を求めるためには，

点Ｃに時計回りのモーメント荷重 CM を付加した系を考える。 

 

支点反力 

0H =∑ ： 0AH =  

0V =∑ ： AV P=  

0
A

M =∑ ： 0A CM P M+ + =ℓ  → A CM P M= −ℓ  

 

 

 

断面力（曲げモーメント） 

(i)柱ＡＢ（ 10 x≤ ≤ ℓ） 

A CM M P M= = − −ℓ  → 1
C

M

M

∂ = −
∂

 

(ii)はりＣＢ（ 20 x≤ ≤ ℓ） 

2 CM Px M= − −  → 1
C

M

M

∂ = −
∂

 

カステリアーノの定理より， 

( )( ) ( )( )0
1 2 20 0

0

2

1 1
1 1

2

5

4

C

C

M
C

C CM

MU M
dx P dx Px dx

M EI M EI EI

P

EI

θ =

=

∂ ∂= = = − − + − −
∂ ∂∫ ∫ ∫

ℓ ℓ

ℓ

ℓ
　　　　=

 

  

CM

EI

2EI

ℓ

1x
2x

ℓ

P

AH

AVAM
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演習問題Ａ  

13-2-A1 

(1) 

 

余力法  

不静定次数 

4r = ， 0h =  → 3 1n r h= − − = ：１次不静定 

不静定力（余力） 1 BX M=  

静定基本系＝単純ばりＡＢ 

適合条件式（支点Ｂのたわみ角） 1 0Bθ δ= =  

 

［０系］静定基本系に元の荷重 

支点反力 

0 0 2A B

P
V V= =  

曲げモーメント 

0 0 2A

P
M V x x= =  （ 0

2
x≤ ≤ ℓ ） 

( ) ( )0 0 2B

P
M V x x= − = −ℓ ℓ  （

2
x≤ ≤ℓ
ℓ） 

［１系］静定基本系に余力 

支点反力 

1
1

1
A

X
V = =

ℓ ℓ
， 1

1
BV = −

ℓ
 

曲げモーメント 

1 1A

x
M R x= =

ℓ
 （ 0 x≤ ≤ ℓ） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

このとき， 

( )
32

1 0
10 0 2

1 1

2 2 16

M M x P x P P
dx x dx x dx

EI EI EI EI
θ      = + −     

     
∫ ∫ ∫

ℓ ℓ

ℓ

ℓ
ℓ

ℓ ℓ
= =  

2

1 1
11 0

1

3

M M x
dx dx

EI EI EI
θ  =  

 
∫ ∫

ℓ ℓ

ℓ
= =  

  

P

2ℓ 2ℓ

BV

BM
EI

P 1 BX M=

AV

AV BV

=

P

0AV 0BV

0M

1 0Bθ δ= =

10δ

1AV 1BV

+

1M

11δ

1 1X =
1X×

+

1 10 11 1 0B Xθ δ δ δ= = + =

x

x

=
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したがって，適合条件式 1 10 11 1 0B Xθ δ δ δ= = + = より， 

3

1 0
16 3

P
X

EI EI
+ =ℓ ℓ

 → 1

3

16 BX P M= − =ℓ  

 

ゆえに， 

支点反力 

0 1 1

5

16A A AV V V X P= + = ， 0 1 1

11

16B B BV V V X P= + =  （もちろん， A BV V P+ =  → ＯＫ） 

断面力 

0 1 1Q Q Q X= + ， 0 1 1M M M X= +  

断面力図 

 

5

16A AQ V P= =  

5

16C AQ Q P− = = ，
11

16C CQ Q P P+ −= − = −  

11

16B C BQ Q P V+= = − = −  

0AM =  

5 5

16 2 32C AM M P P= + × =ℓ ℓ  

11 3

16 2 16B CM M P P
 = + − × = − 
 

ℓ
ℓ  

 

 

P

2ℓ 2ℓ

A B
C

5

16
P

11

16
P−

5

32
Pℓ

3

16
P− ℓ

−
+

せん断力図

曲げ
モーメント図
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参考１（三連モーメント法）  

 

 

 

固定端Ｂを図のような剛性無限大のはりと考え，３連続支点ＡＢＯに対し，三連モーメン

ト式を立てる。 

( )1 1
1

1 1

2 6 L R
A B B BM M M E

I I I I
θ θ

     + + + = −    
     

ℓ ℓℓ ℓ
 

ここで， 0AM = ， 1I = ∞ で，
2

16
L
B

P

EI
θ = − ℓ

， 0R
Bθ = とおくと， 

6
2

16B

EI P
M

EI

 
= − 

 

ℓ

ℓ
 → 

3

16BM P= − ℓ  

支点反力 

5

2 16
B

A

MP
V P= + =

ℓ
，

11

2 16
B

B

MP
V P= − =

ℓ
 

 

 

  

P

2ℓ 2ℓ

EI 1I = ∞

1ℓ
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参考２（カステリアーノの定理：最小仕事の原理）  

 

 

余力法と同様に， 

不静定力（余力） 1 BX M=  

静定基本系＝単純ばりＡＢ 

このとき， 

 

支点反力 

1

2A

XP
V = +

ℓ
， 1

2B

XP
V = −

ℓ
 

曲げモーメント 

1

2A

XP
M V x x x= = +

ℓ
 （ 0

2
x≤ ≤ ℓ ） → 

1

M x

X

∂ =
∂ ℓ

 

( ) ( ) 1
1 2B

XP
M V x X x x= − + = − +ℓ ℓ

ℓ
 （

2
x≤ ≤ℓ
ℓ） → 

1

M x

X

∂ =
∂ ℓ

 

1X は不静定力であるので，最小仕事の原理より，支点Ｂのたわみ角 Bθ は， 

( )

( )

1 1

2
1 1

0 2

2

0 2

2 2
2

0

0

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

B

U M M
dx

X EI X

X XP x P x
x x dx x x dx

EI EI

P x P x
x dx x dx

EI EI

x x
dx dx

EI EI

θ ∂ ∂= = =
∂ ∂

      = + + − +     
      

      = + −      
      

    + +    
   

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

ℓ ℓ

ℓ

ℓ ℓ

ℓ

ℓ ℓ

ℓ

ℓ
ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ
ℓ ℓ

ℓ ℓ２

　　

　　

　　　 1X


 

ここで，余力法における［０系］，［１系］のたわみ角 10θ ， 11θ の標記を借りると、上式は 

10 11 1
1

0B

U
X

X
θ θ θ∂= = = +

∂
 

となる。つまり，ここでの最小仕事の原理は対応する余力法に完全に等価である。 

 

  

P 1 BX M=

AV BV
2ℓ 2ℓ

EI

x
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(2) 

 

余力法  

不静定次数 

4r = ， 0h =  → 3 1n r h= − − = ：１次不静定 

不静定力（余力） 1 BX V= −  

静定基本系＝単純ばりＡＣ 

適合条件式（支点Ｂのたわみ） 0Bδ =  

 

［０系］静定基本系に元の荷重（支点Ｂで左右対称） 

支点反力 

0 0A BV V P= =  

曲げモーメント 

0 0AM V x Px= =  （ 0
2

x≤ ≤ ℓ ） 

0 0 2 2A

P
M V x P x

 = − − = 
 

ℓ ℓ
 （

2
x≤ ≤ℓ
ℓ） 

［１系］静定基本系に余力（支点Ｂで左右対称） 

支点反力 

1
1 1

1

2 2A B

X
V V= = =  

曲げモーメント 

1 1 2A

x
M V x= =  （ 0 x≤ ≤ ℓ） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

AV
BV CV

P P

2ℓ 2ℓ 2ℓ 2ℓ

EI

AV CV

P P

2ℓ 2ℓ 2ℓ 2ℓ

EI

=

1 BX R= −

1 0Bδ δ= =

0AV 0CV

P P

2ℓ 2ℓ 2ℓ 2ℓ

EI

10δ

0M

0AV 0CV
2ℓ 2ℓ 2ℓ 2ℓ

EI

11δ

1M

+

1X×

1 1X =

x

x

1 10 11 1 0B Xδ δ δ δ= = + =

+
=
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このとき， 

( )
32

1 0
10 0 2

1 1 11
2

2 2 48

M M x x P P
dx Px dx dx

EI EI EI EI
δ      = × + ×     

     
∫ ∫ ∫

ℓ ℓ

ℓ

ℓ ℓ

ℓ
=2 =  

2 3
1 1

11 0

1

2 6

M M x
dx dx

EI EI EI
δ  = ×  

 
∫ ∫

ℓ ℓ
=2 =  

したがって，適合条件式 1 10 11 1 0B Xδ δ δ δ= = + = より， 

3 3

1 0
48 6

P
X

EI EI
+ =ℓ ℓ

 → 1

11

8
X P= −  → 1

11

8BV X P= − =  

ゆえに， 

支点反力 

0 1 1

5

16A A AV V V X P= + = ， 0 1 1

5

16C C CV V V X P= + =  （もちろん 2A B CV V V P+ + = →ＯＫ） 

断面力 

0 1 1Q Q Q X= + ， 0 1 1M M M X= +  

断面力図 

5

16A AQ V P= =  

5

16D AQ Q P− = = ，
11

16D DQ Q P P+ −= − = −  

11

16B CQ Q P− += = − ，
11

16B B BQ Q V P+ −= + =  

11

16E BQ Q P− += = ，
5

16E EQ Q P P+ −= − = −  

5

16C E CQ Q P V+= = − = −  → ＯＫ 

 

0AM =  

5 5

16 2 32D AM M P P= + × =ℓ ℓ  

11 3

16 2 16B CM M P P
 = + − × = − 
 

ℓ
ℓ  

11 5

16 2 32E BM M P P= + × =ℓ ℓ  

5
0

16 2C EM M P
 = + − × = 
 

ℓ
 → ＯＫ  

P P

2ℓ 2ℓ 2ℓ 2ℓ

5

16
P

11

16
P−

11

16
P

5

16
P−

+ +
−

5

32
Pℓ

5

32
Pℓ

3

16
P− ℓ
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参考１（三連モーメント法）  

 

 

 

三連モーメント式（はりＡ－Ｂ－Ｃ：支点Ｂ） 

( )12 6 L R
A B B BM M M E

I I I I
θ θ     + + + = −     

     

ℓ ℓ ℓ ℓ
 

ここで， 0AM = ， 0CM = で，
2

16
L
B

P

EI
θ = − ℓ

，
2

16
R
B

P

EI
θ = − ℓ

とおくと， 

3

16BM P= − ℓ  

支点反力 

5

2 16
B

A

MP
V P= + =

ℓ
 

11

2 2 8
B B

B

M MP P
V P

   = − + − =   
   ℓ ℓ

 

5

2 16
B

C

MP
V P= + =

ℓ
 

 

 

  

P P

2ℓ 2ℓ 2ℓ 2ℓ
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参考２（たわみ角法）  

 

 

 

基準剛度 0

I
K =

ℓ
 

剛比 1AB BCk k= =   

部材回転角はすべて生じない 

 

たわみ角式 

(i)部材ＡＢ（左端ヒンジ） 

0ABM = ，
3 3 3

1
2 2 16BA B BA BM H Pϕ ϕ = + = + 

 
ℓ  

(ii)部材ＢＣ（右端ヒンジ） 

3 3 3
1

2 2 16BC B BC BM H Pϕ ϕ = + = − 
 

ℓ， 0CBM =  

 

節点方程式（節点Ｂ） 

0BA BCM M+ =  → 0Bϕ =  （たわみを支点Ｂで左右対称） 

材端曲げモーメント 

(i)部材ＡＢ 

0ABM = ，
3

16BAM P= ℓ  

(ii)部材ＢＣ（右端ヒンジ） 

3

16BCM P= − ℓ， 0CBM =  

材端せん断力 

(i)部材ＡＢ 

(A) 0M =∑ ： 0
2 BA BAP Q M× + + =ℓ

ℓ  → 
11

2 16
BA

BA

M P
Q P= − − = −

ℓ
 

0V =∑ ： 0AB BAQ P Q− − =  → 
5

16AB BAQ P Q P= + =  

(ii)部材ＢＣ 

(C) 0M =∑ ： 0
2BC BCM Q P+ − × =ℓℓ  → 

11

2 16
BC

BC

M P
Q P= − + =

ℓ
 

2ℓ

, 0AB ABQ M = ,BA BAQ M ,BC BCQ M , 0CB CBQ M =

BV CVAV

P P

2ℓ 2ℓ 2ℓ
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0V =∑ ： 0BC CBQ P Q− − =  → 
5

16CB BCQ Q P P= − = −  

 

支点反力 

5

16A ABV Q P= =  

11 11 11

16 16 8B BC BAV Q Q P P P
 = − = − − = 
 

 

5

16C CBV Q P= − =  
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演習問題Ｂ  

13-2-B1 

(1) 

 

余力法  

不静定次数（鉛直方向の荷重のみ） 

4r = ， 0h =  → 2 2n r h= − − = ：２次不静定 

不静定力（余力） 1 AX M= ， 2 BX M=  

静定基本系＝単純ばりＡＢ 

適合条件式（支点Ａ，Ｂのたわみ角） 0Aθ = ， 0Bθ =  

 

［０系］静定基本系に元の荷重 

支点反力 

0A

Pb
V =

ℓ
， 0B

Pa
V =

ℓ
 

曲げモーメント 

0 0 1 1A

Pb
M V x x= =

ℓ
 （ 10 x a≤ ≤ ） 

0 0 2 2B

Pa
M V x x= =

ℓ
 （ 20 x b≤ ≤ ） 

［１系］静定基本系に余力 1X  

支点反力 

1
1

1
A

X
V = − = −

ℓ ℓ
， 1

1
BV =
ℓ

 

曲げモーメント 

1
1 1 1 1A

x
M X V x

−= + = ℓ
ℓ

 （ 10 x a≤ ≤ ） 

2
1 1 2B

x
M V x= =

ℓ
 （ 20 x b≤ ≤ ） 

［２系］静定基本系に余力 2X  

支点反力 

2
1

1
A

X
V = =

ℓ ℓ
， 1

1
BV = −

ℓ
 

曲げモーメント 

1
2 2 1A

x
M V x= =

ℓ
 （ 10 x a≤ ≤ ） 

2
2 2 2 2B

x
M X V x

−= + = ℓ
ℓ

 （ 20 x b≤ ≤ ） 

 

 

  

P

ℓ

a b

EIA B
C

AM

BVAV

BM

=

P

ℓ

a b

EIA B
C

1 AX M=

BVAV

［静定基本系］

2 BX M=

1 0Aθ δ= =点Aのたわみ角

2 0Bθ δ= =点Bのたわみ角

P

ℓ

a b

EIA B
C

0BV0AV

［O系］

10δ点Aのたわみ角

20δ点Bのたわみ角

0M

0AM 0BM

ℓ

a b

EIA B
C

1BV1AV

［１系］

11δ点Aのたわみ角

21δ点Bのたわみ角

+

1M

1 1X =

1X×

1x

1x

ℓ

a b

EIA B
C

2BV2AV

［２系］

12δ点Aのたわみ角

22δ点Bのたわみ角

+

2M

2 1X =

+

2x

2X×

適合条件式

1 10 11 1 12 2 0A X Xθ δ δ δ δ= = + + =
点Ａのたわみ角

2 20 21 1 22 2 0B X Xθ δ δ δ δ= = + + =
点Ｂのたわみ角

2x

2x

2x

=
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このとき， 

( )1 0 1 2
10 1 1 2 20 0

1 1

6

a b Pab bM M x xPb Pa
dx x dx x dx

EI EI EI EI
δ

+−      = +      
      

∫ ∫ ∫
ℓℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ
= =  

( )2 0 1 2
20 1 1 2 20 0

1 1

6

a b Pab aM M x xPb Pa
dx x dx x dx

EI EI EI EI
δ

+−      = +      
      

∫ ∫ ∫
ℓℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ
= =  

2 2

1 1 1 2
11 1 20 0

1 1

3

a bM M x x
dx dx dx

EI EI EI EI
δ −   = +   

   
∫ ∫ ∫

ℓ ℓ

ℓ ℓ
= =  

2 2

2 2 1 2
22 1 20 0

1 1

3

a bM M x x
dx dx dx

EI EI EI EI
δ −   = +   

   
∫ ∫ ∫

ℓ ℓ

ℓ ℓ
= =  

1 2 1 1 2 2
12 21 1 20 0

1 1

6

a bM M x x x x
dx dx dx

EI EI EI EI
δ δ − −     = = +     

     
∫ ∫ ∫

ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ
= =  

 

したがって，適合条件式（支点Ａ，Ｂのたわみ角） 

1 10 11 1 12 2 0A X Xθ δ δ δ δ= = + + = ， 2 20 21 1 22 2 0B X Xθ δ δ δ δ= = + + =  

に代入し，余力 1X ， 2X について解くと， 

2

1 2 A

Pab
X M= − =

ℓ
，

2

2 2 B

Pa b
X M= − =

ℓ
 

 

支点反力 

( )2

0 1 1 2 2 3

2
A A A A

Pb a
V V V X V X

+
= + + =

ℓ

ℓ
 

( )2

0 1 1 2 2 3

2
B B B B

Pa b
V V V X V X

+
= + + =

ℓ

ℓ
 

（もちろん， A BV V P+ =  → ＯＫ） 

断面力 

0 1 1 2 2Q Q Q X Q X= + + ， 0 1 1 2 2M M M X M X= + +  

断面力図 
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A AQ V=  

C AQ Q− = ， C CQ Q P+ −= −  

B CQ Q+=   

B BV Q= −  → ＯＫ 

 

( )2 2 2

3 3

2 2
C A

Pb a Pa b
M M a

+
= + × =

ℓ

ℓ ℓ
  

 

 

 

 

 

 

 

  

P

ℓ

a b

EIA B
C

( )2

3

2Pb a+ℓ
ℓ

( )2

3

2Pa b+
−

ℓ

ℓ

2

2

Pab−
ℓ

2

2

Pa b−
ℓ

+
−−

2 2

3

2Pa b

ℓ

せん断力図

曲げ
モーメント図
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参考（三連モーメント法）  

 

 

 

 

 

 

三連モーメント式 

(i)はり１－Ａ－Ｂ（支点Ａ） 

( )1 1
1

1 1

2 6 L R
A B A AM M M E

I I I I
θ θ

     + + + = −     
    

ℓ ℓ ℓ ℓ
 

ここで， 1I = ∞ ， 0L
Aθ = ，

2 3

36
R
A

P b b

EI
θ  

= − 
 

ℓ

ℓ ℓ
とおくと， 

( )
2

2 A B

Pab b
M M

+
+ = −

ℓ

ℓ
   ① 

(ii)はりＡ－Ｂ－２（支点Ｂ） 

( )2 2
2

2 2

2 6 L R
A B B BM M M E

I I I I
θ θ

     + + + = −    
     

ℓ ℓℓ ℓ
 

ここで， 2I = ∞，
2 3

36
L
B

P a a

EI
θ  

= − − 
 

ℓ

ℓ ℓ
， 0R

Bθ = とおくと， 

( )
2

2A B

Pab a
M M

+
+ = −

ℓ

ℓ
   ② 

①と②を， AM ， BM について解くと， 

2

2A

Pab
M = −

ℓ
，

2

2B

Pa b
M = −

ℓ
 

 

支点反力 

( )2

3

2
A B

A

Pb aM MPb
V

+
= − + =

ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ
 

( )2

3

2
A B

B

Pa bM MPa
V

+
= + − =

ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ
 

 

  

P

ℓ

a b

EIA B
C

1I = ∞ 2I = ∞１ ２

1ℓ 2ℓ
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(2) 

 

余力法  

不静定次数 

5r = ， 0h =  → 3 2n r h= − − = ：２次不静定 

不静定力（余力） 1 BX V= − ， 2 CX M=  

静定基本系＝単純ばりＡＣ 

適合条件式 

支点Ｂのたわみ 1 0Bδ δ= =  

支点Ｃのたわみ角 2 0Cθ δ= =  

 

［０系］静定基本系に元の荷重 

支点反力 

0 4A

q
V = ℓ

， 0

3

4C

q
V = ℓ

 

曲げモーメント 

0 0 1 14A

q
M V x x= = ℓ

 （ 10 x≤ ≤ ℓ） 

2 2
0 0 2 2 2 2

3

2 4 2C

q q q
M V x x x x= − = −ℓ

 （ 20 x≤ ≤ ℓ） 

［１系］静定基本系に余力 1X  

支点反力 

1
1 1

1

2 2A C

X
V V= = =  

曲げモーメント 

1
1 1 1 2A

x
M V x= =  （ 10 x≤ ≤ ℓ） 

2
1 1 2 2C

x
M V x= =  （ 20 x≤ ≤ ℓ） 

［２系］静定基本系に余力 2X  

支点反力 

2
2

1

2 2A

X
V = =

ℓ ℓ
， 2

1

2CR = −
ℓ

 

曲げモーメント 

1
2 2 1 2A

x
M V x= =

ℓ
 （ 10 x≤ ≤ ℓ） 

2
2 2 2 2

2

2C

x
M X V x

−= + = ℓ

ℓ
 （ 20 x≤ ≤ ℓ） 

 

 

このとき， 

4
21 0 1 2

10 1 1 2 2 20 0

1 1 3 5

2 4 2 4 2 48

M M x xq q q q
dx x dx x x dx

EI EI EI EI
δ       = + −      

      
∫ ∫ ∫

ℓ ℓℓ ℓ ℓ
= =  

q
A B

C

AV
BV CV

CM
EI

ℓ ℓ

=

q
A

B
C

AV CV

2 CX M=
EI

ℓ ℓ

［静定基本系］

1 BX V= −

1 0Bδ δ= =点Bのたわみ

2 0Cθ δ= =点Cのたわみ角

q
A

B
C

0AV 0CV

EI

ℓ ℓ

［０系］

10δ点Bのたわみ

20δ点Cのたわみ角

0M

1x 2x

+

A
B

C

1AV 1CV

EI

ℓ ℓ

［１系］

11δ点Bのたわみ

21δ点Cのたわみ角

1M

1x 2x

1X×

1 1X =

+

A
B

C

2AV 2CV

EI

ℓ ℓ

［２系］

12δ点Bのたわみ

22δ点Cのたわみ角

2M

1x 2x

2X×

2 1X =

+

適合条件式

1 10 11 1 12 2 0B X Xδ δ δ δ δ= = + + =
点Bのたわみ

2 20 21 1 22 2 0C X Xθ δ δ δ δ= = + + =
点Cのたわみ角

=
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3
22 0 1 2

20 1 1 2 2 20 0

21 1 3 3

2 4 2 4 2 16

M M x xq q q q
dx x dx x x dx

EI EI EI EI
δ −      = + −      

      
∫ ∫ ∫

ℓ ℓ ℓℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ
= =  

2 2 3
1 1 1 2

11 1 20 0

1 1

2 2 6

M M x x
dx dx dx

EI EI EI EI
δ    = +   

   
∫ ∫ ∫

ℓ ℓ ℓ
= =  

2 2

2 2 1 2
22 1 20 0

21 1 2

2 2 3

M M x x
dx dx dx

EI EI EI EI
δ −   = +   

   
∫ ∫ ∫

ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ
= =  

2
1 2 1 1 2 2

12 21 1 20 0

21 1

2 2 2 2 4

M M x x x x
dx dx dx

EI EI EI EI
δ δ −     = = +     

     
∫ ∫ ∫

ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ
= =  

 

したがって，適合条件式（支点Ｂのたわみ，支点Ｃのたわみ角） 

1 10 11 1 12 2 0B X Xδ δ δ δ δ= = + + = ， 2 20 21 1 22 2 0C X Xθ δ δ δ δ= = + + =   

に代入し，余力 1X ， 2X について解くと， 

1

13

28
X q= − ℓ，

2
2

3

28
X q= − ℓ  → 1

13

28BV X q= − = ℓ，
2

2

3

28CM X q= = − ℓ  

 

支点反力 

0 1 1 2 2 28A A A A

q
V V V X V X= + + = − ℓ  

13

28BV q= ℓ  

0 1 1 2 2

4

7C C C CV V V X V X q= + + = ℓ  

（もちろん， A B CV V V q+ + = ℓ  → ＯＫ） 

断面力 

0 1 1 2 2Q Q Q X Q X= + + ， 0 1 1 2 2M M M X M X= + +  
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断面力図 

 

28A A

q
Q V= = − ℓ  

28B A

q
Q Q− = = − ℓ ， 3

7B B BQ Q V q+ −= + = ℓ  

4

7C B CQ Q q q V−= − = − = −ℓ ℓ  → ＯＫ 

 

0AM =  

2

28 28D A

q q
M M

 = + − × = − 
 

ℓ ℓ
ℓ  

2
max

1 3 3 11

2 7 7 196BM M q q
 = + × = 
 
ℓ ℓ ℓ  

2
max

1 4 4 3

2 7 7 28CM M q q
 = + − × = − 
 

ℓ ℓ ℓ

 

→ＯＫ 

 

  

q
A B

C
EI

ℓ ℓ

28

q− ℓ

3

7
qℓ

4

7
q− ℓ

2

28

q− ℓ 23

28
q− ℓ

211

196
qℓ

+
− −

4

7
ℓ

3

7
ℓ

せん断力図

曲げ
モーメント図
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参考１（三連モーメント法）  

 

 

三連モーメント式 

(i)はりＡ－Ｂ－Ｃ（支点Ｂ） 

( )2 6 L R
A B C B BM M M E

I I I I
θ θ     + + + = −     

     

ℓ ℓ ℓ ℓ
 

ここで， 0AM = ， 0L
Bθ = ，

3

24
R
B

q

EI
θ = ℓ

とおくと， 

2

4
4B C

q
M M+ = − ℓ    ① 

(ii)はりＢ－Ｃ－１（支点Ｃ） 

( )1 1
1

1 1

2 6 L R
B C C CM M M E

I I I I
θ θ

     + + + = −    
     

ℓ ℓℓ ℓ
 

ここで， 1I = ∞ ，
3

24
L

C

q

EI
θ = − ℓ

， 0R
Cθ = とおくと， 

2

2
4B C

q
M M+ = − ℓ    ② 

①と②を， BM ， CM について解くと， 

2

28B

q
M = − ℓ ，

23

28C

q
M = − ℓ

 

 

支点反力 

28
B

A

M q
V = = − ℓ

ℓ
 

13

2 28
CB B

B

MM Mq
V q= − + − + =ℓ

ℓ
ℓ ℓ ℓ

 

4

2 7
CB

C

MMq
V q= + − =ℓ

ℓ
ℓ ℓ

 

（もちろん， A B CV V V q+ + = ℓ  → ＯＫ） 

  

q

EI

ℓ ℓ 1ℓ

1I = ∞
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参考２（たわみ角法）  

 

 

 

基準剛度 0

I
K =

ℓ
 

剛比 1AB BCk k= =   

部材回転角はすべて生じない 

 

たわみ角式 

(i)部材ＡＢ（左端ヒンジ） 

0ABM = ，
3 3

1
2 2BA B BM ϕ ϕ = = 

 
 

(ii)部材ＢＣ（支点Ｃ固定： 0Cϕ = ） 

( )
2

1 2 2
12BC B BC B

q
M Cϕ ϕ= + = − ℓ  

( )
2

1
12CB B CB B

q
M Cϕ ϕ= + = + ℓ

 

 

節点方程式（節点Ｂ） 

0BA BCM M+ =  → 

2

42B

qϕ = ℓ
  

材端曲げモーメント 

(i)部材ＡＢ 

0ABM = ，
2

28BA

q
M = ℓ

 

(ii)部材ＢＣ 

2

28BC

q
M = − ℓ ， 23

28CBM q= ℓ  

材端せん断力 

(i)部材ＡＢ 

A CB

, 0AB ABQ M = ,BA BAQ M ,BC BCQ M

A B B C

,CB CBQ M

BV
CV

AV

ℓ

CMq

ℓ
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(A) 0M =∑ ： 0BA BAM Q+ =ℓ  → 
28

BA
BA

M q
Q = − = − ℓ

ℓ
 

0V =∑ ： 0AB BAQ Q− =  → 
28AB BA

q
Q Q= = − ℓ  

(ii)部材ＢＣ 

(B) 0M =∑ ：
2

0
2BC CB CB

q
M M Q+ + + =ℓℓ  → 

4

2 7
BC CB

CB

M M q
Q q

+= − − = −ℓ
ℓ

ℓ
 

0V =∑ ： 0BC CBQ q Q− − =ℓ  → 
3

7BC CBQ q Q q= + =ℓ ℓ  

 

支点反力 

(i)支点Ａ 

28A AB

q
V Q= = − ℓ  

(ii)支点Ｂ  

13

28B BC BAV Q Q q= − = ℓ  

(iii)支点Ｃ  

4

7C CBV Q q= − = ℓ  
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(3)（１３－４節たわみ角法の例題 13-6 と同じ） 

 

余力法  

不静定次数 

5r = ， 0h =  → 3 2n r h= − − = ：２次不静定 

不静定力（余力） 1 BX V= − ， 2 CX V= −  

静定基本系＝片持ちばりＡＣ 

適合条件式 

支点Ｂのたわみ 1 0Bδ δ= =  

支点Ｃのたわみ 2 0Cδ δ= =  

 

［０系］静定基本系に元の荷重 

支点反力 

0 2AV q= ℓ，
2

0 2AM q= − ℓ  

曲げモーメント 

2
0 2

q
M x= −  （ 0 2x≤ ≤ ℓ） 

［１系］静定基本系に余力 1X  

支点反力 

1 1AV = ， 1AM = −ℓ  

曲げモーメント 

1 0M =  （ 0 x≤ ≤ ℓ） 

1M x= −ℓ  （ 2x≤ ≤ℓ ℓ） 

［２系］静定基本系に余力 2X  

支点反力 

2 1AV = ， 2 2AM = − ℓ  

曲げモーメント 

2M x= −  （ 0 2x≤ ≤ ℓ） 

 

 

 

 

  

A B

BV

EI

q

AV

AM

C

CV
ℓ ℓ

=

A BEI

q

AV

AM

C
ℓ ℓ

［静定基本系］

1 BX V= − 2 CX V= −

1 0Bδ δ= =点Bのたわみ

2 0Cδ δ= =点Cのたわみ

A BEI

q

0AV

0AM

C
ℓ ℓ

［０系］

10δ点Bのたわみ

20δ点Cのたわみ

+

0M

x

A BEI

1AV

1AM

C
ℓ ℓ

［１系］

11δ点Bのたわみ

21δ点Cのたわみ

+

1M

x

1 1X =
1X×

A BEI

2AV

2AM

C
ℓ ℓ

［２系］

12δ点Bのたわみ

22δ点Cのたわみ

+

2M

x

2 1X =
1X×

適合条件式

1 10 11 1 12 2 0B X Xδ δ δ δ δ= = + + =
点Bのたわみ

2 20 21 1 22 2 0C X Xδ δ δ δ δ= = + + =
点Cのたわみ

=
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このとき， 

( )
42 21 0

10

1 17

2 24

M M q q
dx x x dx

EI EI EI
δ  = − − 

 
∫ ∫

ℓ

ℓ

ℓ
ℓ= =  

( )
42 22 0

20 0

1 2

2

M M q q
dx x x dx

EI EI EI
δ  = − − 

 
∫ ∫

ℓ ℓ
= =  

( )
32 21 1

11

1

3

M M
dx x dx

EI EI EI
δ = −∫ ∫

ℓ

ℓ

ℓ
ℓ= =  

( )
32 22 2

22 0

1 8

3

M M
dx x dx

EI EI EI
δ = −∫ ∫

ℓ ℓ
= =  

( )( )
32

1 2
12 21

1 5

6

M M
dx x x dx

EI EI EI
δ δ= = − −∫ ∫

ℓ

ℓ

ℓ
ℓ= =  

 

したがって，適合条件式（支点Ｂ，Ｃのたわみ） 

1 10 11 1 12 2 0B X Xδ δ δ δ δ= = + + = ， 2 20 21 1 22 2 0C X Xδ δ δ δ δ= = + + =  

に代入し，余力 1X ， 2X について解くと， 

1

8

7
X q= − ℓ， 2

11

28
X q= − ℓ  → 1

8

7BV X q= − = ℓ， 2

11

28CV X q= − = ℓ  

 

支点反力 

0 1 1 2 2

13

28A A A AV V V X V X q= + + = ℓ  

（もちろん， 2A B CV V V q+ + = ℓ  → ＯＫ） 

2

0 1 1 2 2 14A A A A

q
M M M X M X= + + = − ℓ  

 

断面力 

0 1 1 2 2Q Q Q X Q X= + + ， 0 1 1 2 2M M M X M X= + +  
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断面力図 

 

13

28A AQ V q= = ℓ  

15

28B AQ Q q q− = − = −ℓ ℓ ，

17

28B B BQ Q V q+ −= + = ℓ  

11

28C B CQ Q q q V−= − = − = −ℓ ℓ  → ＯＫ 

 

2

14A

q
M = − ℓ  

2
max1

1 13 13 57

2 28 28 1568AM M q q
 = + × = 
 

ℓ ℓ ℓ  

2
B max1

1 15 15 3

2 28 28 28
M M q q

 = + − × = − 
 

ℓ ℓ ℓ  

 

2
max 2

1 17 17 121

2 28 28 1568BM M q q
 = + × = 
 

ℓ ℓ ℓ  

max 2

1 11 11
0

2 28 28CM M q
 = + − × = 
 

ℓ ℓ  → ＯＫ 

 

 

 

  

EI

q

ℓ ℓ

13

28
qℓ

15

28
q− ℓ

17

28
qℓ

11

28
q− ℓ

2

14

q− ℓ
23

28

q− ℓ

2121

1568

qℓ257

1568

qℓ

+
− −

+

13

28
ℓ

15

28
ℓ

17

28
ℓ

11

28
ℓ
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参考（三連モーメント法）  

 

 

三連モーメント式 

(i)はり１－Ａ－Ｂ（支点Ａ） 

( )1 1
1

1 1

2 6 L R
A B A AM M M E

I I I I
θ θ

     + + + = −     
    

ℓ ℓ ℓ ℓ
 

ここで， 1I = ∞ ， 0L
Aθ = ，

3

24
R
A

q

EI
θ = ℓ

とおくと， 

2

2
4A B

q
M M+ = − ℓ    ① 

(ii)はりＡ－Ｂ－Ｃ（支点Ｂ） 

( )2 6 L R
A B C B BM M M E

I I I I
θ θ     + + + = −     

     

ℓ ℓ ℓ ℓ
 

ここで， 0CM = ，
3

24
L
B

q

EI
θ = − ℓ

，
3

24
R
B

q

EI
θ = ℓ

とおくと， 

2

4
2A B

q
M M+ = − ℓ    ② 

①と②を， AM ， BM について解くと， 

2

14A

q
M = − ℓ ，

23

28BM q= − ℓ  

 

支点反力 

13

2 28
A B

A

M Mq
V q= − + =ℓ

ℓ
ℓ ℓ

 

8

2 2 7
A B B

B

M M Mq q
V q

   = + − + + =   
   

ℓ ℓ
ℓ

ℓ ℓ ℓ
 

11

2 28
B

C

Mq
V q= + =ℓ

ℓ
ℓ

 

（もちろん， 2A B CV V V q+ + = ℓ  → ＯＫ） 

  

EI

q

ℓ ℓ1ℓ

1I = ∞
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 (4)（１３－４節たわみ角法の例題１３－８に同じ） 

 

余力法  

不静定次数 

4r = ， 0h =  → 3 1n r h= − − = ：１次不静定 

不静定力（余力） 1 CX V= −  

静定基本系＝片持ラーメン（片持ちばり）ＡＢＣ 

適合条件式 

支点Ｃのたわみ 1 0Cδ δ= =  

 

［０系］静定基本系に元の荷重 

支点反力 

0 0AH = ， 0AV q= ℓ，
2

0 2A

q
M = − ℓ  

断面力 

(i)柱ＡＢ（ 10 x≤ ≤ ℓ） 

0 0AN V q= − = − ℓ， 0 0 0AQ H= = ， 

2

0 0 0 1 2A A

q
M M H x= + = − ℓ  

(ii)はりＣＢ（ 20 x≤ ≤ ℓ） 

0 0N = ， 0 2Q qx= ， 

2
0 22

q
M x= −  

 

［１系］静定基本系に余力 1X   

支点反力 

1 0AH = ， 1 1 1AV X= = ， 

1 1AM X= − = −ℓ ℓ  

断面力 

(i)柱ＡＢ（ 10 x≤ ≤ ℓ） 

1 1 1AN V= − = − ， 1 1 0AQ H= = ， 

1 1 1 1A AM M H x= + = −ℓ  

A

0AH

0AV

1x

0AM

0M

0N

0Q

2x

q0M

0N

0Q

1AH

1AV

1x

1AM

1M

1N

1Q

2x

1M

1N

1Q

1 1X =

q

EI

2EI

AH

AV

AM

CV
ℓ

ℓ

=

q

EI

2EI

AH

AV

AM

ℓ
ℓ

1 CX V= −

1 0Cδ δ= =

=

q

EI

2EI

0AH

0AV

0AM

ℓ
ℓ

10δ

0M

2x

1x

+

EI

2EI

1AH

1AV

1AM

ℓ
ℓ

11δ

1M

2x

1x

+

1 1X =
1X×

1 10 11 1 0C Xδ δ δ δ= = + =
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 (ii)はりＣＢ（ 20 x≤ ≤ ℓ） 

1 0N = ， 0 1 1Q X= = ， 1 1 2 2M X x x= − = −  

 

このとき， 

( ) ( )
2 4

21 0
10 1 2 2 20

1 1 9

2 2 2 16

M M q q q
dx dx x x dx

EI EI EI EI
δ    = − − − −   

  
∫ ∫ ∫

ℓ ℓ

ℓ

ℓ ℓ
ℓ= + =  

( ) ( )
3

2 21 1
11 1 2 20

1 1 7

2 6

M M
dx dx x dx

EI EI EI EI
δ = − −∫ ∫ ∫

ℓ ℓ

ℓ

ℓ
ℓ= + =  

 

したがって，適合条件式（支点Ｃのたわみ） 

1 10 11 1 0C Xδ δ δ δ= = + =  

に代入し，余力 1X について解くと， 

1

27

56
X q= − ℓ  → 1

27

56CV X q= − = ℓ   

 

支点反力 

0 1 1 0A A AH H H X= + =  

0 1 1

29

56A A AV V V X q= + = ℓ  

2

0 1 1 56A A A

q
M M M X= + = − ℓ  

 

断面力 

0 1 1N N N X= + ， 0 1 1Q Q Q X= + 0 1 1M M M X= +  

断面力図 

 

29

56
qℓ

27

56
q− ℓ

27

56
ℓ

29

56
ℓ

−

2

56

q− ℓ

27

56
ℓ

+

2

56

q− ℓ

2729

6272
qℓ

29

56
q− ℓ

29

56
ℓ

29

56
q− ℓ
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参考（三連モーメント法）  

 

部材回転角 

ABR R= ， 0BCR =  

 

 

 

 

 

 

 

 

三連モーメント式 

(i)はり１－Ａ－Ｂ（支点Ａ） 

( )1 1
1

1 1

2 6 L R
A B A AM M M E R R

I I I I

     + + + = −     
    

ℓ ℓ ℓ ℓ
 

ここで， 1I = ∞ ， 0L
AR = ，

R
A ABR R R= = とすると， 

2 A BM M ψ+ =     ① 

ここに，
6EI

Rψ = −
ℓ

 

(ii)Ａ－Ｂ－Ｃ（節点Ｂ） 

( ) ( )2 6 6
2 2

L R L R
A B C B B B BM M M E E R R

I I I I
θ θ     + + + = − + −     

     

ℓ ℓ ℓ ℓ
 

ここで， 0CM = ， 0L
Bθ = ，

( )
3

24 2
R
B

q

EI
θ = ℓ

とおくと， 

2

3
8A B

q
M M ψ+ = − −ℓ     ② 

 

層方程式 

（節点Ｂ直下で部材ＡＢを切断） 

0V =∑ ： 0BVQ =  

部材ＡＢで 

0
A

M =∑ ： 0AV BV BVM M Q− + =ℓ  

→ BV AV
BV

M M
Q

−=
ℓ

 

よって， AV BVM M=  → A BM M=   ③ 

q

EI

2EI

ℓ
ℓ

1ℓ1I = ∞

q

BV

BV

BV

N

Q

M

CV

AV

AV

AV

N

Q

M

ℓ
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①～③より， 

2

56A B

q
M M= = − ℓ ，

23

56
qψ = − ℓ  → 

3

112

q
R

EI
= ℓ

 

 

たわみ角法と同様に，断面力と支点反力を求める（曲げモーメントの正の向きに注意！）。 

 

 

 

断面力 

2

56AV A

q
M M= = − ℓ ，

2

56BV BH B

q
M M M= = = − ℓ  

 

（ｉ）部材ＡＢ 

0H =∑ ： 0AV BVQ Q= = （層方程式より） 

0V =∑ ：
29

56AV BVN N P= = − （←下記（iii）） 

(ii)節点Ｂ  

(B) 0M =∑ ： 0BV BHM M− =  → 
2

56BV BH B

q
M M M= = = − ℓ  

0H =∑ ： 0BH BVN Q= =  

BV

BV

BV

N

Q

M

AV

AV

AV

N

Q

M

ℓ

AH

AV

AM

q, ,BH BH BHN Q M CHQ

CV
ℓ
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0V =∑ ：
29

56BV BHN Q q= − = − ℓ（←下記(iii)） 

(iii)部材ＢＣ 

(C) 0M =∑ ：
2

0
2BH CH BH

q
M M Q− + − =ℓℓ  → 

29

2 56
CH BH

BH

M Mq
Q q

−= + =ℓ
ℓ

ℓ
 

0H =∑ ： 0BHN =  

0V =∑ ：
27

56CH BHQ Q q q= − = −ℓ ℓ  

 

支点反力 

(i)支点Ａ 

0A AVH Q= = ，
29

56A AVV N q= − = ℓ，
2

56A

q
M = − ℓ  

(ii)支点Ｃ  

27

56C CHV Q q= − = ℓ  

 

 

 


