
新版線形代数 演習 改訂版 解答 

 

４章 行列の応用 

１節 １次変換 

 

A 問題 

141 原点に関する対称移動を表す行列は 

  点 ( )x y， が点 ( )x y′ ′， にうつるとすると 

  
( )

( )
1 0

0 1
x x x y
y y x y
′ = − = − +

 ′ = − = + −
 であるから 








−

−
10
01

 

 この変換により 3a b−( ， ) は 

  







−
−

=






 −








−

−
3310

01 abba
 であるから 3b a− −( ， ) へ移る。 
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 ⑴ 
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1
1

0
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31
21

 より点 ( )11，−  に移される。 

 ⑵ 







−

=















−
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3
2

1
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31
21

 より点 ( )32 −，  に移される。 

 ⑶ 







−

=






 −








−
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7
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2
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31
21

 より点 ( )75 −，  に移される。 

 ⑷ 







−
+−
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−

−
ba
ba

b
a

3
2

31
21

 より点 ( )baba 32 −+− ，  に移される。 
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 ⑴ 







=
















b
a

b
a

10
01

 より点 ( )ba，  に移される。 

 ⑵ 







+−

+
=
















− ba

ba
b
a

32
2

32
21

 より点 ( )baba 322 +−+ ，  に移される。 

 ⑶ 







+
+
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ba
ba

b
a

2
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42

 より点 ( )baba 242 ++ ，  に移される。 
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 求める行列を 







dc
ba

 とすると 






 −
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−








2
1

1
1

dc
ba

， 







−

=






 −








7
6

4
3

dc
ba

 

 より  

 

 ①，③を解いて 2=a ， 3=b  

 ②，④を解いて 1=c ， 1−=d  

 

④

③

②

①
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145 像を ( )yx ′′，  とすると 

 

 ⑴  

 

 

 

 

 

 

  よって点 ( )13 ，−  は，点 






 −−+−
2

26
2

26
，  に移される。 

 

 

 ⑵  

 

 

 

 

 

 

  よって点 ( )13 ，−  は，点 ( )31 −，  に移される。 

 

 

 

 ⑶  

 

 

 

 

 

 

  よって点 ( )13 ，−  は，点 ( )13 ，  に移される。 

 

cos sin 34 4

1sin cos
4 4

62 2 2
2 2 3 2 2

12 2 6 2
2 22 2

x

y

π π

π π

 −′     −
 =      ′      

 

  − − −    −     = =
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146 f を表す行列を A とすると  



















 −

=

3
cos

3
sin

3
sin

3
cos

ππ

ππ

A  

  だから， 1−f  を表す行列は
3
π− 回転を表す行列で， 

   








−
=



























 −






 −







 −−






 −
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13
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2
1

3
cos

3
sin

3
sin

3
cos

1

ππ

ππ

A  

  次に 







=








2
36

y
x

A  であるから 







=
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2
361A

y
x

 

  ゆえに 








−
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−
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2
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2
1

y
x

 

  よって ( )834P −，  
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 ⑴ f，g を表す行列はそれぞれ 

    






 −
12
21

:f ， 






 −
13
10

:g  だから 

   gf を表す行列は 







−
−−

=






 −







 −
13
36

13
10

12
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   fg を表す行列は 
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 −
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 ⑵ gf による像は 
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1
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 より点 ( )29，−  

   fg による像は 
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−
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1
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 より点 ( )03，−  

 

148 

 ( )yx，P  とすると 






 −
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1
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y
x

A  ここで 
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 よって，点 P の座標は ( )35，−  
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=
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013A  であるから ( ) 








==
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015315 AA  



150 点 P を原点を中心として，±
3
π

回転移動した点が Q である。 

 ＋
3
π

の回転を表す行列は 






 −=














 −

13
31

2
1

3
cos

3
sin

3
sin

3
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ππ

 

 －
3
π

の回転を表す行列は 








−
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 よって 
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，  

 より，点 Q の座標は ( )20，  または ( )13 −，  
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 ⑴ 直線 12 −= xy  上の任意の点 )12(P −xx， の f による像を )(P yx ′′′ ，  とおくと 

 







−
−

=







−+
−+

=







−
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′
′

27
28

243
244

1223
24

x
x

xx
xx

x
x

y
x

  ㋐ 

よって， 28 −=′ xx ， 27 −=′ xy  

よって， 7 56 14x x′ = − ， 8 56 16y x′ = −  

これから x を消去すると 
4
1

8
7 −′=′ xy  

したがって，f による像は 直線 
4
1

8
7 −= xy  

 ⑵ ㋐より

14 2

3 2

x x

y y

− ′     
=          ′     

 よって 
2 21

32 23 4
2

x yx x

x yy y

′ ′− ′−      = =     −      ′ ′′ +−        

 

   この点が 2 1y x= − 上にあるので ( )3 2 2 1
2

x y x y− ′ ′ ′ ′+ = ⋅ − −  が成り立つ。 

   よって 7 4 1
2

x y− ′ ′+ = −  つまり 7 1
8 4

y x′ ′= − ，よって答は 7 1
8 4

y x= −  

 

  



152 曲線 1
2

5
2

22

=+
yx  上の点 ),(P yx を原点 O を中心として

6
π

回転した点を ),(P yx ′′′  とすると，

点 P′を O を中心として
6
π− 回転した点が P であるから 

  







′
′
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 −−
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y
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y
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y
x

31
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2
1

6
cos

6
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6
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6
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ππ

 

 すなわち 

( )

( )










′+′−=

′+′=

yxy

yxx

3
2
1

3
2
1

 

 1
2

5
2

22

=+
yx

 に代入して 

  
( ) ( )2 2

3 5 3
1

8 8

x y x y′ ′ ′ ′+ − +
+ =   ( )2 2 2 23 2 3 5 2 3 3 8x x y y x x y y′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + − + =  

 整理して 123 22 =′+′′−′ yyxx  

 よって，求める曲線の方程式は 123 22 =+− yxyx  



B 問題 

153 点 )(P yx， の直線 xy 2=  に関する対称点を )(P yx ′′′ ，  とする。 

 PP ′の中点 





 ′+′+

22
yyxx

，  は直線 xy 2=  上にあるから 

  
2

2
2

xxyy ′+×=
′+

 より ①yxyx +−=′−′ 22  

  直線 PP ′と直線 xy 2=  は直交するから， 

  傾きについて 12 −=×
′−
′−

xx
yy

 より ②yxyx 22 +=′+′  

  ①，②より
2 1 2 1

1 2 1 2

x x

y y

′− −       
=              ′       

 

  よって 

12 1 2 1

1 2 1 2

x x

y y

−′ − −       
=              ′       

 より， 

  求める行列は 
( )

2 1 2 1 3 41 1
52 2 1 1 1 2 1 2 4 3

− −     
=          ⋅ − − ⋅ −     

 

    

 〈別解〉 

   求める行列を 

   
a b

A
c d

 
=   
 

 とおくと，これは ( )1 2， を ( )1 2， に ( )2 1−， を ( )2 1− ， にうつすので 

   
1 1

2 2

a b

c d

     
=          

     
，

2 2

1 1

a b

c d

−     
=          −     

 

   よって 
1 2 1 2

2 1 2 1

a b

c d

−     
=          −     

 である。 

   

11 2 1 2 1 2 1 21 
1 42 1 2 1 2 1 2 1

3 4 3 41 1
5 54 3 4 3

a b

c d

−
− − − −         

= =                  − −− −         

− −   
= =      − − −   

従って
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 ⑴ f を表す行列を 







dc
ba

 とすると 

  







=
















2
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0
1
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ba

， 







=
















3
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1
0
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ba

 

 より 
2 2

2 3

a b

c d

      
 = =                   

，   ∴ 







=








32
22
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ba

 

 

 ⑵ 
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k

t
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32
22

 より 
②

①









=+
=+

ktt
kt

32
22  

  ②① −× t  より 022 2 =−− tt  

   ( ) ( ) 0212 =−+ tt   ∴ 
2

12 −= ，t  

   2=t  のとき 
2

14 −== tk ，  のとき 1=k  

  よって 







−=

2
11)24()( ，，，，tk  

 

155 f を表す行列は 
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=
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y
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y
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 より 
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 g を表す行列は 







−
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 −






 −
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2
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4
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4
sin

4
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4
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ππ
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 fg を表す行列は 
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1
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2
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 よって，点 )31( ，  の像は 
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1

 より 点 )222( −− ，  
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 ⑴ fg を表す行列は  

   






 −
=








−

−







 −
=

01
12

23
12

12
01

BA  

  したがって，点 ( )21 −，  は 






 −
=








−







 −
1
4

2
1

01
12

 より，点 ( )14，−  へ移る。 

 

 ⑵ ( ) 1−fg  を表す行列は ( ) 1−BA  

  行列 BA について 

   ( ) 11102 −=×−×−=Δ  より ( ) 







=








−−
−

−=−

21
10

21
101BA  

  したがって，点 ( )21 −，  は 
0 1 1 2

1 2 2 3

−     
=          − −     

 より，点 ( )32 −− ，  へ移る。 

 

 ⑶ 11 −− gf  の表す行列は 11 −− BA  

  行列 A について 

   ( ) ( ) 13122 =−×−−×=Δ  より 







=−

23
121A  

  行列 B について 

   ( ) 111 −=×−=Δ  より 






 −
=








−−

−=−

12
01

12
011B  

  よって 







=







 −








=−−

21
10

12
01

23
1211BA  

  ⑵より，点 ( )21 −，  は点 ( )32 −− ，  へ移る。 

 （注意）教科書 P.83 の公式 ( ) 11 1A B BA −− − = を用いると⑶の答は⑵と同じであることがすぐわかる。 

 

157 直線 mxy =  上の任意の点を ( )mtt，P  とおく。 

 点 P の像を ( )yx ′′′ ，P  とすると 

  















−

=







′
′

mt
t

y
x

12
41

 より 
( )
( ) ①





−=′
+=′

tmy
tmx

2
41

 

 点 P′はつねに直線 xy =  上にあるから  ②xy ′=′  

 ①を②に代入して ( ) ( ) tmtm 412 +=−  

  ∴ ( ) 015 =− tm  

 これが，任意の実数 t について成り立つときだから 

   015 =−m   ∴ 
5
1=m  

 

  



158 直線 12 =+ yx  上の任意の点を ( )tt，21P −  とし，点 P の f による像を ( )yx ′′′ ，P  とする。 

   
( )
( ) 








+−
+−

=






 −








=








′
′

btb
ta

t
t

b
a

y
x

12
1221

2
1

 より 
( )
( ) ②

①









+−=′
+−=′

btby
tax

12
12

 

  点 P′はつねに直線 32 =− yx  上にあるから  32 =′−′ yx  

  ①，②を代入して 

   
( ) ( )
( ) 0132

312222

=−−−+

=−−−+−

btba

btbta
 

  これが，任意の実数 t についてつねに成り立つときだから 

   03 =−+ ba  かつ 01 =−−b   ∴ 14 −== ba ，  
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 ⑴ f を表す行列を 







dc
ba

 とおくと 

  







=








−








1
4

1
2

dc
ba

， 






 −
=
















5
1

1
1

dc
ba

 より 

  
5

1
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=+
−=+

=−
=−
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dc
ba

 

 これらを解いて 3221 ==−== dcba ，，，  

 よって，f を表す行列は 






 −
32
21

 

 （別解）  f を表す行列を T とおくと 

  






 −
=
















=








− 5

1
1
1

1
4

1
2

TT ，  より 

  ①






 −
=








− 51

14
11
12

T  である。 

 ここで 






 −
=








−

−

21
11

3
1

11
12 1

 だから，①の両辺の右側からこの行列を掛けると 

  






 −
=







 −







 −
=








−







 −
=

−

32
21
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51
14

3
1

11
12

51
14 1

T  

 

  



159 つづき 

 ⑵ 直線 AB の方程式は 32 +−= xy  だから，直線 AB 上の点を 

  ( )32P +− tt，  とおき，その像を ( )yx ′′′ ，P  とすると， 

   







+−
−

=







+−







 −
=








′
′

94
65

3232
21

t
t

t
t

y
x

 より 
②

①









+−=′
−=′

94
65

ty
tx

 

  ①，②より t を消去すると 2154 =′+′ yx  

  よって，直線 02154 =−+ yx  上に移る。 

 （別解） 

   直線 AB は方向ベクトル
1 2 1

AB
1 1 2

−     
= − =          −     


 で B を通るので 

1 1 1

1 2 1 2

x t
t

y t

− −       
= + =              +       

 と表せる。 

f でうつすと 
1 2 1 1 3 4 1 5

2 3 1 2 2 2 3 6 5 4

x t t t t

y t t t t

′ − − − − − − −         
= = =                  ′ + − + + +         

 

よって 
4 4 20

5 25 20

x t

y t

′ = − −


′ = +
  従って 4 5 21x y′ ′+ =  

つまり直線 4 5 21x y+ =  に移る。 
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 ⑴  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ⑵ 

   



























 ×






 ×







 ×−






 ×

=

6
cos

6
sin

6
sin

6
cos

ππ

ππ

nn

nn

An  であるから， EAn =  となるためには 

     mn ×=× ππ 2
6

（m は整数）  よって mn 12=  

    最小の自然数 n は， 1=m  のときであるから  12=n  
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−






−







−−






−
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2
3

2
1

2
1

2
3

6
cos

6
sin

6
sin

6
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1

ππ

ππ

A




















−

=
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=



























 ×






 ×







 ×−






 ×

=

2
1

2
3

2
3

2
1

3
cos

3
sin

3
sin

3
cos

6
2cos

6
2sin

6
2sin

6
2cos

2

ππ

ππ

ππ

ππ

A



160 つづき 

 ⑶ ⑵より， EA =12  であるから 

        
448

4812100

AAE

AAA

=×=

×= ×

 

  ここで 

   








−
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 −

=



























 ×






 ×







 ×−






 ×

=
13
31

2
1

3
2cos

3
2sin

3
2sin

3
2cos

6
4cos

6
4sin

6
4sin

6
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4

ππ

ππ

ππ

ππ

A  

  求める点を ( )yx ′′，P  とすると 

   






 −
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−
−−=








=








′
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3
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2
1

3
2

13
31

2
1

3
2100A

y
x

 

  すなわち，求める点は 







−

2
3

2
5
，  

 （別解） 

    



























 ×






 ×







 ×−






 ×

=

6
100cos

6
100sin

6
100sin

6
100cos

100

ππ

ππ

A  

   ここで 

   πππ
3
282

6
100 +×=×  であるから 

  








−
−−=
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=
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2
1

3
2cos

3
2sin

3
2sin

3
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100

ππ

ππ

A  

  求める点を ( )yx ′′，P  とすると 

   






 −
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−
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′
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3
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2
1

3
2
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2
1

3
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y
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  すなわち，求める点は 







−

2
3

2
5
，  

  



161 動かされない点を ( )yx，P  とすると  

   







=
















+ y

x
y
x

k
k

11
2

 より ①







=















 −
0
0

1
21

y
x

k
k

 

  ①が 0== yx  以外の解をもつのは 






 −
k

k
1

21
 の逆行列が存在しないときだから 

   ( ) 0121 =⋅−⋅−= kkΔ  より 022 =−− kk  

   ( ) ( ) 012 =+− kk   ∴ 12 −= ，k  

  これらを①に代入すると 

   2=k  のとき 2 0x y+ =  つまり 
2x t

y t

−   
=      

   
（ t は 0 以外の任意数）は不動点である。 

   1k = −   のとき 0=− yx  つまり
x s

y s

   
=      

   
（ s は 0 以外の任意数）は不動点である。 

  となり条件をみたす。 

  よって 12 −= ，k  
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−

=
10

13
A ，さらに，曲線上の点 ( )yx，P を移した点を ( )yx ′′′ ，P とすると， 

  















−

=







′
′

y
x

y
x

10
13

 より逆変換を考えると 







′
′








 −−
−=








′
′

=






 −

y
x

y
x

A
y
x

00
11

3
11  

  すなわち 
( )







′−=

′+′=

yy

yxx
3
1

 

  1269 22 =++ yxyx  に代入して 

   ( ) ( ) ( ) ( ) 12
3
16

3
19

2

=′−+′−×′+′×+






 ′+′ yyyxyx  

   ( )2 2 2 22 2 2 1x x y y x y y y′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + − − + =  

  整理して 122 =′+′ yx  

  よって，求める曲線の方程式は 122 =+ yx  

 

  



発展問題 
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 ⑴ 点 P の座標を ( )yx，  とすると 

  







=















 −
3
4

12
21

y
x

 で 







−

=






 − −

12
21

5
1

12
21 1

 だから 

  







−

=















−

=














 −
=








−

1
2

3
4

12
21

5
1

3
4

12
21 1

y
x

 

   ∴ 点 P は ( )12 −，  である。 

 

 ⑵ 2 点 P，P′の座標をそれぞれ ( )yx， ， ( )yx ′′，  とすると 

   














 −
=








′
′

y
x

y
x

12
21

 より 







′
′









−

=







y
x

y
x

12
21

5
1  

  すなわち 













′+′−=

′+′=

yxy

yxx

5
1

5
2

5
2

5
1

 

  点 P は第 1 象限の点だから 0>x ， 0>y  より 

    0
5
2

5
1 >′+′ yx  かつ 0

5
1

5
2 >′+′− yx  

  ∴ xy ′−>′
2
1

， xy ′>′ 2  

  よって ( )yx ′′′ ，P の存在領域は図の斜線の部分で境界は除く。 

 

 



新版線形代数 演習 改訂版 解答 

 

４章 行列の応用 

２節 固有値と対角化 

 

A 問題 
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 ⑴  

 

 

   固有値は 24，=λ  

  (ⅰ) 4=λ  に属する固有ベクトルを求める。 

固有ベクトルを 







y
x

 とすると 









=















 −
y
x

y
x

4
51
31

 





=+
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x

 （αは 0 以外の任意数） 

  (ⅱ) 2=λ  に属する固有ベクトルを求める。 

固有ベクトルを 







y
x

 とすると 
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 （βは 0 以外の任意数） 
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   固有値は 321 ，，=λ  

  (ⅰ) 1=λ  に属する固有ベクトルを求める。 
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 （αは 0 以外の任意数） 

 

  (ⅱ) 2=λ  に属する固有ベクトルを求める。 

固有ベクトルを 
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 （βは 0 以外の任意数） 
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  (ⅲ) 3=λ  に属する固有ベクトルを求める。 
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   固有値は 31，=λ  

  (ⅰ) 1=λ  に属する固有ベクトルを求める。 

固有ベクトルを 
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 （α， γ は任意数。ただしαと γ が同時に 0 となる場合を除く） 
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  (ⅱ) 3=λ  に属する固有ベクトルを求める。 
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 （βは 0 以外の任意数） 
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−

−
=

12
13

P  とすると 1
2 0

0 3
P AP−

 
=   
 

 

 

  



165 つづき 

 ⑵ ( ) ( ){ } ( ) ( ) 021111
100

111
111

2 =−−=−−−=
−

−
−

=− λλλλλ
λ

λ
λ

λEA  より 

   210 ，，=λ  

  (ⅰ) 















=

































z
y
x

z
y
x

0
100
111
111

 とおくと 








=
=++
=++

0
0
0

z
zyx
zyx

  より 















−=

















0
α
α

z
y
x

 

 

  (ⅱ) 















=

































z
y
x

z
y
x

1
100
111
111

 とおくと 








=
=++
=++

zz
yzyx
xzyx
  より 
















−
−

=
















β
β
β

z
y
x

 

 

  (ⅲ) 















=

































z
y
x

z
y
x

2
100
111
111

 とおくと 








=
=++
=++

zz
yzyx
xzyx

2
2
2

  より 















=

















0
γ
γ

z
y
x

 

（α，β，γは 0 以外の任意数） 

    ここで， 1=α ， 1=β ， 1=γ  として並べたものを 
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   ここで， 1=α ， 1=β ， 1=γ  としたものを並べた行列を P とおくと， 
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（α，β，γは 0 以外の任意数） 
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  1 次独立なベクトルが 1 個しかとれないので対角化不可能である。 
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  (ⅰ)で 1=β ， 0=γ  としたもの， 

     0=β ， 1=γ  としたもの， 

  (ⅱ)で 1=α  としたもの，を並べて 
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  (ⅰ)(ⅱ)より 1 次独立なベクトルが 2 個しかとれないので対角化不可能である。 
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（αは 0 以外の任意数） 

（αは 0 以外の任意数） 

（β，γは同時には 0 でない任意数） 

（α，βは 0 以外の任意数） 
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（α，βは 0 以外の任意数） 

（α，βは 0 以外の任意数） 

（α，βは 0 以外の任意数） 
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（α，β，γは 0 以外の任意数） 
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（α，β，γは 0 以外の任意数） 
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（α，βは同時には 0 でない任意数） 

（γは 0 以外の任意数） 
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（α，βは 0 以外の任意数） 

（α，βは 0 以外の任意数） 

（α，βは 0 以外の任意数） 
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  ここで 
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  よって与式は ○イより 

cos sin1 1 4 41
2 1 1 sin cos

4 4
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P
y y y y

π π

π π
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 とおくと 

 2 29 9x y′ ′+ = （楕円）となる。つまり，与式は原点に対し
4
π

回転すると楕円 
2

2 1
3
x y′  ′+ = 

 
 にな

るような楕円である。言い換えれば 1
3

2
2

=′+





 ′ yx   を原点のまわりに

4
π− 回転して得られる楕円が

与式の表す図形である。 

 

  

（α，βは 0 以外の任意数） 
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′ ′ ′ ′= = − +      ′   

 

  よって与式は ○エより 

cos sin1 1 4 41
2 1 1 sin cos

4 4

t
x x x x

P
y y y y

π π

π π

 − ′ −         
= = =                   ′           

 

 とおくと 

 882 22 −=′+′− yx  になる。つまり与式は原点に対し
4
π

回転すると 1
4

2
2

=′−
′ yx

（双曲線）となるよ

うな双曲線を表している。言い換えれば 与式は双曲線 1
2

2
2

=′−





 ′ yx  を原点のまわりに

4
π− 回転し

て得られる双曲線を表す。 

 

( ) ( )
















 −
















=
















 −
=









y
x

P
y
x

P

y
x

PPyx
y
x

Ayx

tt
t

t

80
02

80
02

（α，βは 0 以外の任意数） 



B 問題 
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 ⑴  

 

 

 

 

 

 

  (ⅰ) 















=

































z
y
x

z
y
x

221
131
122

 より 
















−
+

















−
=

















−−
=

















2
1
0

1
0
1

2
βα

βα
β
α

z
y
x

 

 

  (ⅱ) 















=

































z
y
x

z
y
x

5
221
131
122

 より 















=

















γ
γ
γ

z
y
x

 

 

  (ⅰ)で 01 == βα ， ，(ⅰ)で 10 == βα ，  

  (ⅱ)で 1=γ  としたものを並べて 

    
















−−
=

121
110
101

P  とおくと 4
121
110
101

=
−−

=P  ＝＼ 0 より P は正則で 

    















=−

500
010
001

1APP  

 

  

( ) ( )

( ) ( ) 51015

100
010
121

5
221

131
121

5

225
135
125

221
131
122

2
，より ==−−=

−
−−=

−
−−=

−−
−−

−
=

−
−

−
=−

λλλ

λ
λλ

λ
λλ

λλ
λλ

λ

λ
λ

λ
λEA

（α，βは同時には 0 でない任意数） 

（γは 0 以外の任意数） 
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 ⑵  

 

 

 

 

 

  (ⅰ) 















=

































−−
−
−

z
y
x

z
y
x

0
112
112
224

 より 















+
















=

















+
=

















1
1
0

2
0
1

2
βα

βα
β
α

z
y
x

 

  (ⅱ) 















=

































−−
−
−

z
y
x

z
y
x

6
112
112
224

 より 















−
−

=
















γ
γ
γ2

z
y
x

 

  (ⅰ)で 01 == βα ， ，(ⅰ)で 10 == βα ，  

  (ⅱ)で 1=γ  としたものを並べて 

    















−
−

=
112
110
201

P  とおくと 6
112
110
201

|| =−
−

=P  ＝＼ 0 より P は正則で 

    















=−

600
000
000

1 APP  

 

 

 ⑶  

 

 

  (ⅰ) 















−=

































−
−
−

z
y
x

z
y
x

2
466
353
331

 より 















+
















=
















+=

















1
1
0

0
1
0

γα
γ
γα

α

z
y
x

 

  (ⅱ) 















=

































−
−
−

z
y
x

z
y
x

4
466
353
331

 より 















=

















β
β
β

2z
y
x

 

  (ⅰ)で 01 == γα ， ，(ⅰ)で 10 == γα ，  

  (ⅱ)で 1=γ  としたものを並べて 

    















=

210
111
101

P  とおくと 2
210
111
101

|| ==P  ＝＼ 0 より P は正則で 

    















−

−
=−

400
020
002

1APP  

( ) ( ){ }

( ) 6006

824
00

122
244

0
112
224

112
112
224

2 ，より ==−−=

−−−−=
−
−−
−−

=

−−
−−
−−

=
−−−
−−
−−

=−

λλλ

λλλ
λ

λ
λ

λλ
λ

λ

λ
λ

λ
λEA

( ) ( ) 42042

460
020
332

460
352
332

466
353
331

2
，より −==−−−=

−−
−−

−−−
=

−−
−−−−

−−−
=

−−
−−

−−
=−

λλλ

λ
λ

λ

λ
λλ

λ

λ
λ

λ
λEA

（α，βは同時には 0 でない任意数） 

（γは 0 以外の任意数） 

（α，γは同時には 0 でない任意数） 

（βは 0 以外の任意数） 
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 ⑴  

 

 

 

 

 

 

  (ⅰ) 















−=

































−−
−−
−−

z
y
x

z
y
x

3
122
212
221

 より 















=

















α
α
α

z
y
x

 

  (ⅱ) 















=

































−−
−−
−−

z
y
x

z
y
x

3
122
212
221

 より 














 −
+















 −
=















 −−
=

















1
0
1

0
1
1

γβ
γ
β

γβ

z
y
x

 

 

  (ⅰ)で 1=α  としたものを 1

1

1

1

 
 

=  
  
 

x ，(ⅱ)で 01 == γβ ，  としたものを 2

1

1

0

− 
 

=  
  
 

x とおく。 

  3=λ  に属する固有ベクトルのうち 2x と直交するもの 3x を見つける為に 

    0
0
1
1

32 =++=














 −−
⋅














 −
=⋅ βγβ

γ
β

γβ
xx  

  とすると，(ⅱ)で 21 −== γβ ，  として 3

1

1

2

 
 

=  
  − 

x にすればよいと分かる。 

















−
=















 −
=
















=

2
1
1

0
1
1

1
1
1

321 xxx ，，  は互いに直交するので，これらをそれぞれ大きさ 1 に縮めたもの

を並べて P とすると 

   

















−

−
=

202
132
132

6
1P  は直交行列で 















 −
=

300
030
003

PAPt  である。 

 

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 33033

111
011
003

33
111
011
221

33

333
033
221

333
212
221

122
212
221

2
，より −==−−−=

−
−

−−−=−
−−−

−−−=

−−−−−−
−+−

−−−
=

−−−−−−
−−−
−−−

=
−−−
−−−
−−−

=−

λλλ

λ
λλ

λ
λλ

λλλ
λλ

λ

λλλ
λ

λ

λ
λ

λ
λEA

（β，γは同時には 0 でない任意数） 
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 ⑵  

 

 

 

 

 

 

  (ⅰ) 















−=

































−
−−

−

z
y
x

z
y
x

122
212
221

 より 















+
















=
















+=

















1
1
0

0
1
1

γα
γ
γα

α

z
y
x

 

    
0
1

=
=

γ
α

 として 















=

0
1
1

1x  

    0
0
1
1

21 =++=















+⋅
















=⋅ γαα

γ
γα

α
xx  となるように 1=α ， 2−=γ  とおいて 

     
















−
−=

2
1

1

2x  とする。 

 

  (ⅱ) 















=

































−
−−

−

z
y
x

z
y
x

5
122
212
221

 より 
















−

−
=

















β
β
β

z
y
x

 

    1=β  として 
















−

−
=

1
1
1

3x  とする。 

    1x ， 2x ， 3x は互いに直交するので，それぞれの大きさを 1 に縮めたものを並べて 

      

















−−
−

−
=

220
213
213

6
1P  とすると P は直交行列となり 
















−

−
=

500
010
001

PAPt  

 

  

( ) ( )

( ) ( ) 51051

11
41

1
110
011
221

1

110
011
221

110
212

221

122
212

221

2

22

，より −==−−−=

−−
−−=

−−
−=

−−−−
−−−−

−−
=

−−−−
−−−

−−
=

−−
−−−

−−
=−

λλλ

λ
λ

λ
λ

λλ
λλ

λ

λλ
λ

λ

λ
λ

λ
λEA

（α，γは同時には 0 でない任意数） 

（βは 0 以外の任意数） 
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 ⑶  

 

 

 

 

  (ⅰ) 















−=

































z
y
x

z
y
x

324
202
423

 より 

1 0

2 2 2 2

0 1

x

y

z

α

α γ α γ

γ

       
       

= − − = − + −       
              
       

 

  (ⅱ) 















=

































z
y
x

z
y
x

8
324
202
423

 より 















=

















β
β
β

2

2

z
y
x

 

   (ⅰ)で 12 −== γα ，  としたものを 1

2

2

1

 
 

= − 
  − 

x とし 

03644222
1
2

2

21 =+=−++=















−−⋅

















−
−=⋅ γαγγαα

γ
γα

α
xx  となるように 1=α ， 2−=γ  とおい

たものを 2

1

2

2

 
 

=  
  − 

x とする。(ⅱ)で 1=β  としたものを 3

2

1

2

 
 

=  
  
 

x とする。 1x ， 2x ， 3x は互いに直交

するので，それぞれの大きさを 1 に縮めたものを並べて 

   
















−−
−=

221
122
212

3
1P  とすると P は直交行列となり 
















−

−
=

800
010
001

PAPt  

  

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )2

3 2 4 3 2 0 3 2 0

2 2 2 2 2 10 4 0

4 2 3 4 2 1 4 2 1

1 3 4 20

1 8 0 1 8

A E

λ λ λ

λ λ λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

− − −

− = − = − + = −

− − − − −

= − − − − −

= − + − = = −より ，

（α，γは同時には 0 でない任意数） 

（βは 0 以外の任意数） 



171 ⑶つづき 

（別解） 

 グラム・シュミットの直交化法 

 160⑴，⑵，⑶においては，固有値が固有方程式の重解であるとき，その固有ベクトルとして互いに直交し，

大きさ 1 のベクトルを構成した。一般に｢n コの 1 次独立なベクトルの組」から｢n コの互いに直交し各々の大

きさが 1 のベクトルの組」を構成するグラム・シュミットの直交化法と呼ばれる方法がある。構成の手順は

以下の通りである。一次独立なベクトル 1a ， 2a ， 3a ，…， na に対し 

 ① 1
1

1 P
a
a

=  とおくと 1P  は大きさ 1 である。 

 ② 121 α=⋅ aP  を求め 2112 xPa =− α  とおくと 2
1 2 1 2 1 1 1 1 1 1 0α α α⋅ = ⋅ − ⋅ = − =P x P a P P P  

   つまり 1P  と 2x  は直交する。 

   2
2

2 P
x
x

=  とおくと 2P  は大きさ 1 で 1P  と直交するベクトルである。 

 ③ 131 β=⋅ aP ， 232 β=⋅ aP  を求め 322113 xPPa =−− ββ  とおくと 

   1 3 1 3 1 1 1 2 1 2 1 1 0 0β β β β⋅ = ⋅ − ⋅ − ⋅ = − − =P x P a P P P P  

   同様にして 2 3 2 20 0β β⋅ = − − =P x  つまり 3x は 1P  とも 2P  とも直交する。 

   3
3

3 P
x
x

=  とおくと 3P  は大きさ 1 で， 1P  とも 2P  とも直交するベクトルである。 

 ④ 141 γ=⋅ aP ， 242 γ=⋅ aP ， 343 γ=⋅ aP  を求め 43322114 xPPPa =−−− γγγ ， 4
4

4 P
x
x

=  とおく。 

       

 同様の操作を繰り返して，互いに直交し，大きさ 1 であるような n コのベクトルの組を得る。 

 

 171 ⑵ (ⅰ) に以上の方法を適用してみよう。 

   1 0α γ= =， としたものを 1 0 1α γ= =， ，a としたものを 2a  とすると 

   1a ， 2a  は一次独立である。 

 ①  

         より  

 

 ② 

          より  

    2112

2
1
1

2
1

0
1
1

2
1

2
1

1
1
0

xPa =














 −
=
















−
















=− α  とおく。 

    さらに 2
2

2

1
1 1
6

2

− 
 

= = 
  
 

x P
x

 とおく。 

 21 PP， は，互いに直交し，大きさが 1 のベクトルである。 

  
















=

0
1
1

1a 1
1

1

0
1
1

2
1 P

a
a

=















=
















=

1
1
0

2a 121
2

1 α==⋅ aP
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  とするとこの 2 次方程式の解の判別式は次のようになる。 

   
( ) ( )
( ) 04

4424
22

22222

≧bda

baddadaadbdaD

+−=

+−++=+−−+=
 

  よって A の固有方程式の解は実数である。 

  つまり 2 択対称行列の固有値は実数である。 
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 ⑴  

 

 

（ 
3 3

3 1
A

 −
 =
 − 

とすると 

  ( ) 4004
13

33
，より ==−=

−−
−−=− λλλ

λ
λλEA  

  







=

















−
−

y
x

y
x

0
13

33
 より 








=








α

α
3y

x
 

  







=

















−
−

y
x

y
x

4
13

33
 より 







 −=







β
β3

y
x

 

  より 














 −
=







 −=

3
cos

3
sin

3
sin

3
cos

13
31

2
1

ππ

ππ

P  とおくと 

  







=

40
00

PAPt  となるので  PPA t








=

40
00

 ） 

   ( ) 2 2 3
x

x y A x y
y

 
= − −  

 
 

   ( ) yx
y
x

PPyx t 322
40
00

−−















=  

（ 







′
′

=







y
x

y
x

Pt  とおくと ( ) xyx
y
x

y
x

′=+∴







′
′

=
















−
3

2
1

13
31

2
1

 ） 

   
( )

22 044

4
40
00

yxxy

x
y
x

yx

′=′=′−′=

′−







′
′








′′=

よって

 

  従って与式は放物線 2yx ′=′  を原点中心に
3
π

回転して得られる図形。 

  

( )

( ) 022

22

=+−+−=

−++−=
−

−
=−

adbda

bdaad
db

ba
EA

λλ

λλ
λ

λ
λ

( ) yx
y
x

yx

yxyxyx

322
13

33

322323 22

−−
















−
−=

−−+−

（α，βは 0 以外の任意数） 
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 ⑵ ⑴と同様にして，与式は 

  ( )

( )

2 22 2 2

1 1
2 2

1 1

2 2

x xy y x y

x
x y x y

y

x
x y A x y

y

− + − −

−   
= − −      −   

 
= − −  

 

 

  














 −
=







 −
=

4
cos

4
sin

4
sin

4
cos

11
11

2
1

ππ

ππ

P とおくと 

  
0 0

0 2
tPAP

 
=   
 

 となるので 
0 0

0 2
tA P p

 
=   

 
  

 

  ( )
0 0

2 2
0 2

tx y P P x y
 

′ ′= − −  
 

 

        







′
′

=







y
x

y
x

Pt  とおくと xyx ′=+
2

1
2

1
  

  ( )
0 0

2
0 2

x
x y x

y

′   
′ ′ ′= −      ′   

 

  2 22 2 0y x x y′ ′ ′ ′= − = =よって  

  従って与式は放物線 2yx ′=′  を原点中心に
4
π

回転して得られる図形。 

 

  

  
1 1

1 1
A

− 
=   − 

とおくと固有値は 0λ = ，2  
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 ⑶ ⑴と同様にして与式は 

   ( )

( )

2 23 2 3 2 2 3

3 3
2 2 3

3 1

2 2 3

x xy y x y

x
x y x y

y

x
x y A x y

y

+ + + −

   
 = + −      

 
= + −  

 

 

   














 −
=







 −=

6
cos

6
sin

6
sin

6
cos

31
13

2
1

ππ

ππ

P ， 

     とおくと 







=

00
04

PAPt  となるので
4 0

0 0
tA P P

 
=   

 
。  

   ( )
4 0

2 2 3
0 0

t
x

x y P P x y
y

   
= + −      

   
 

  







′
′

=







=

y
x

y
x

Pt ，とおくと yyx ′=+−
2
3

2
1  となる。  

   ( ) 22 0444
00
04

xyyxy
y
x

yx ′=′=′−′=′−







′
′








′′= よって  

  従って与式は放物線 yx ′=′2  を原点中心に
6
π

回転して得られる図形。 

 

  

  
3 3

3 1
A

 
 =
 
 

とおくと固有値は 4λ = ，0  
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 ⑴ 与式 2 2 22 2 2 2 2 2x xy xz yx y yz zx zy z= − − − + − − − +  

 

     

                    （ 171⑴の P を使って ） 

 

 

 

（ 
















′
′
′

=
















z
y
x

z
y
x

Pt ，とおく…○＊  ） 

     222 333 zyx ′+′+′−=  

 

 ⑵ 与式 2 2 22 2 2 2 2 2x xy xz yx y yz zx zy z= − − − + − + − +  

 

     

                   （ 171⑵の P を使って ） 

 

 

 

     （ ⑴の ○＊の変換により ） 

     222 5zyx ′+′−′−=  

 

( )

( )

1 2 2

2 1 2

2 2 1

3 0 0

0 3 0

0 0 3

t

x

x y z y

z

x

x y z P P y

z

− −   
   

= − −   
      − −   

−   
   

=    
      
   

( )

( )

1 2 2

2 1 2

2 2 1

1 0 0

0 1 0

0 0 5

t

x

x y z y

z

x

x y z P P y

z

−   
   

= − −   
      −   

−   
   

= −   
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 ⑴ 与式の漸化式は 

   














 −
=















 −
=









+

+

1

1

1

1

42
11

42
11

b
a

b
a

b
a n

n

n

n

n  

（ 168⑴の 
1 1
2 4

n
− 

 
 

 を利用すると ） 










+−
−

=









−









⋅+−⋅+−
−−

=

+

+

+

+

nn

nn

nnnn

nnnn

22
22

1
1

322322
3232

1

1

1

1

 

    よって  

 

 

 ⑵ 与式の漸化式は 

   















−−

=















−−

=








+

+

1

1

1

1

13
24

13
24

b
a

b
a

b
a n

n

n

n

n  

（ 168⑵の 
4 2
3 1

n
 
 − − 

 を利用して ） 










+⋅−
−⋅

=









−









+−+⋅−
−−⋅

=

+

+

+

+

1

1

1

1

223
223

1
1

32323
22223

nn

nn

nn

nn

 

    よって  
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 ⑴ ケーリー・ハミルトンの定理から 

   ( ) ( )2 0 0 1A a A a E O− + + ⋅ + =  で 2 2A aA E O A aA E− + = ∴ = −  

   2A A E O+ + =  に代入して 
    aA E A E O− + + =  ∴ ( )1a A O+ =  

   A ＝＼ O  なので 1−=a  

 ⑵ ( ) ( )EAAEAEA ++−=− 23  より 3A E O− =   ∴ EA =3  

 

 ⑶ 与式 

 

 

 

  

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

n n n n n
n

n n n n n
n

a

b

− − − −

− − − −

= − = ⋅ − =

= − + = − ⋅ + = −

11

11

2223

2223
−−

−−

−=+⋅−=

=−⋅=
nnn

n

nnn
n

b

a

( ) ( ) ( ) ( )








 −
=+=+=

++++++++++=

01
1133

333326232

AEAEE

AAAAAEAAAEAAAE



177 A の固有多項式は 

 

 

 

 

 

   ケーリー・ハミルトンの定理より 

    OAA =+− 813  よって AAA 792 3 −=  

   従って 与式
















−
−==

8104
1084
4416

2A  
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 ⑴ ( ) ( )2
1 3

6 5 3 2 4 0
1 5

A E
λ

λ λ λ λ λ
λ

− −
− = = − + + = − + =

−
 より 42，=λ  であり， 

   与式に対応する多項式が 

   56)( 2 +−= xxxf  なので与式の固有値は 

   35124)2( −=+−=f ， 352416)4( −=+−=f  より 3− である。 

 

 ⑵ 与式に対応する多項式が 

   8)( 3 −= xxf  なので与式の固有値は 

   56864)4(0)2( =−== ff と  である。 

 

179 177 詳解㋐式より A の固有値は 990 ，，−=λ  で 

  与式に対応する多項式は 9)( 2 −= xxf  なので 

  与式の固有値は 72)9(72)9(9)0( =−=−= fff ，，  より 9− と 72 である。 

 

180 与式に対応する多項式は mxxf =)(  である。今 A の固有値が 321 λλλ ，，  だとすると 

  mA の固有値は
mmm

321 λλλ ，，  である。（フロベニウスの定理より） 

  一方 OAm =  より mA の固有値は 0。よって 000 321 === mmm λλλ ，，  となり 

  0321 === λλλ  である。 

 

  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2 3

8 2 2 8 2 2 8 4 2
2 4 5 0 9 9 0 0 9
2 5 4 2 5 4 2 1 4

9 9 8 8

9 9 81 81

A E
λ λ λ

λ λ λ λ λ
λ λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ

− − −
− = − − = − − + = +

− − − − − − −

= − + − + −

= − + − = − − = − + ……㋐ 
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 ⑴ 121 == aa  より 2123 =+= aaa ， 3234 =+= aaa ， 5345 =+= aaa  

            8456 =+= aaa ， 13567 =+= aaa ， 21678 =+= aaa  

            34789 =+= aaa ， 558910 =+= aaa  

 

 ⑵ nn ba =+1  とおくと 与式は nnn abb +=+1  

  よって 















=









+

+

n

n

n

n

b
a

b
a

11
10

1

1  と表せるので 







=

11
10

A  として 
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+

+

1

1

1

1

b
a

A
b
a n

n

n
 ○＊  

  nA は A の対角化を利用して求める。 

  01
11

1 2 =−−=
−

−
=− λλ

λ
λ

λEA  より ( )とおく，， 212
51

2
51 λλλ =−+=  

  (ⅰ) 







=
















y
x

y
x

111
10

λ  より 







=








αλ
α

1y
x

 

  (ⅱ) 







=
















y
x

y
x

211
10

λ  より 







=








αλ
α

2y
x

 

   







=

21

11
λλ

P  とすると 2 1P λ λ= −  0 より P は正則であり 







=−

2

11

0
0
λ

λ
APP  で 

   







=−

n

n
n PAP

2

11

0
0
λ

λ
 より  

 

 

 

 

   よって 
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+

+

1
1

1

1 n

n

n A
b
a

 （ ○＊  より） 

           








+−−
+−−

−
= ++++ 1

2
1
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1

22
1

1
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5
1

nnnn

nnnn

λλλλλλ
λλλλλλ  

   従って 

    

( )1
2

1
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5
1

2
51

2
51

5
1

2
5111

2
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5
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−
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   つまり ( )
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 +=−=
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2
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2
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5
1

5
1

21 λλ  
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2 11 2 12

21 2 1 2
1 1 1 1

11 2 1 2

1 2 2 1 1 2
1 1 1 1

1 2 2 1 1 2

1 1 10 1
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11
15

1
5

n
n

n

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

A
λλ

λ λλ λ λλ

λλ λ λ λ
λλ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ

+ + + +

+ + + +

  −   
=       − −    

  − − − +
=      −− − +   

 − − +
=   − − +−  
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 ⑴ (ⅰ) 2=n  のとき 
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++

=















=

2222122121221121

2212121121121111

2221

1211

2221

1211

babaaaba
babababa

bb
bb

aa
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AB  
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++

=
2222122121221121

2212121121121111

abababab
abababab

BA  

    

( ) ( )









=+=

+++=

∑∑∑∑
====

2

1

2

1

2

1
22

2

1
11

2222122121121111)(

k
kiik
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k
kk bababa

babababaABtr

 

    ∑ ∑∑∑
= ===









=+=

2

1

2

1

2

1
22

2

1
11)(

k i
ikki

i
ii

i
ii abababBAtr  

   よって ( ) ( )BAtrABtr =  

  (ⅱ) 3=n  のときも同様  

    ( ) ∑ ∑∑∑∑
= ====









=++=

3

1

3

1

3

1
33

3

1
22

3

1
11

k k
kiik

i
kk

k
kk

k
kk babababaABtr  

    ∑ ∑
= =









=

3

1

3

1

)(
k i

ikkiabBAtr   よって ( ) ( )BAtrABtr =  

 

 （参考） n が一般の場合も同様で 

   ( ) 







= ∑∑

==

n

i
kiik

n

k

baABtr
11

 

   ∑ ∑
= =









=

n

i

n

k
ikkiabBAtr

1 1

)(  より ( ) ( )BAtrABtr =  が成立する。 

 

  



182 つづき 

 ⑵ (ⅰ) 2=n  のとき 

   固有方程式は 

    ( ) 0211222112211
2

2221

1211 =−++−=
−

−
aaaaaa

aa
aa

λλ
λ

λ
  …○ア  

   一方，固有値が 21 λλ ， であるから 

   固有方程式は 

    ( ) ( ) ( ) 02121
2

21 =++−=−− λλλλλλλλλλ   …○イ  

   ○ア○イのλの 1 次項の係数を比較して 212211 λλ +=+ aa  

   (ⅱ) 3=n  のとき 固有方程式はサラスの方法より 

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                      …○ア′ 

 

   一方，固有値が 321 λλλ ，， であるから 

   固有方程式は 

    ( )( )( ) ( ) ( ) 0321133221
2

321
3

321 =−+++++−=−−− λλλλλλλλλλλλλλλλλλλλλ  …○イ′ 

   ○ア′○イ′の 2 次の係数を比較して 321332211 λλλ ++=++ aaa  

 （参考）n が一般の場合も同様に固有方程式の 2 つの表し方において ( )1−n 次の項の係数を比較して与式

を得る。 

 

 （別解） 



















=−

n

APP

λ

λ
λ

0

0

2

1

1


 とすると ( ) ( ) ( )AtrAPPtrAPPtr == −− 11  （182⑴より） 

     なので nn aaa +++=+++  2121 λλλ  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }
( )

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 22 33 12 23 31 13 21 32

11 23 32 12 21 33 13 31 22

3 2
11 22 32 11 22 23 33 33 11 11 22 33

23 32 12 21 13 31 12 23 31 13 31 32 1

a a a

a a a

a a a

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a

λ

λ

λ

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

λ

−

−

−

= − − − + +

− − − − − −

= − − + + + + + −

+ + + + + −

( ) ( )
( ) ( )

1 23 32 12 21 33 13 22 31

3 2
11 22 33

11 22 22 33 33 11 13 31 12 21 23 32 0

a a a a a a a a

a a a

a a a a a a a a a a a a A

λ λ

λ

− −

= − + + +

+ + + + + + − + =



183  

 ⑴ 2=n  のとき 182⑵○ア○イの定数項を比較すると 21 λλ=A  

   3=n  のとき 182⑵○ア′○イ′の定数項を比較すると 321 λλλ=A  

  （参考）n が一般の場合も同様，固有方程式 2 つの表し方において定数項を比較して与式を得る。 

 ⑵  

 

 

 

 

 

 

 
184 A の固有値が 21 λλλ ，=  であるとすると ( ) ( )( )21 λλλλλϕ −−=  である …○ア  

 1λ λ=  に属する固有ベクトルで大きさ 1 のものを 1x ， 2λλ = に属する固有ベクトルで 1x と直交し，大

きさ 1 のものを 2x とする。（171⑶の解答の方法などでこれは可能） 

 ( )21 xx=P  とおくと P は直交行列で PAPt の第 1 列である 1
tPAx は 

  ( ) 11
1 1 1 1 1 1

2

1

0 0

t
t t t

t
PA P P

λ
λ λ λ λ

     
 = = = = =            

x
x x x

x
 であり 








=

22

121

0 b
b

PAPt λ
 の形である。 

PAPt の固有方程式は 
λ

λλ
−

−

22

121

0 b
b

 …○イ  であり PAPt と A の固有値が等しい（←教科書 p.192

節末問題 2）ので PAPt の固有値 22b は 2λ でないといけない。（○ア○イより） 

  よって )(
0 2

121
とおくB

b
PAPt =








=

λ
λ

  （これを A の三角化という。…○ウ←教科書 p.193） 

今， ( ) baxx ++= 2λϕ  とおくと 

( ) ( )
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( ) ( ) ( )( )
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EBEB

B
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λλλλλϕϕ

ϕ

より  

 よって ( ) 







=








=

00
00

00
00

PPA tϕ  

（参考）同じようにして n が一般の場合も証明できる。 

 

 

( )

( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

23 2 2 2

2 11 12
1 2

21 22
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1 2 1 2

1
183 1

1

4 1

4 1

4 2 3 1 24 183 1 182 2
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λ λ
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+ = + = + = +

+
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+

= + + + −

= + + +

= + + =
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( ) ( )

より

，　 より



185 A は 184○ウのように三角化できる。つまりある直交行列 P に対し 







=

2

121

0 λ
λ b

PAPt  …○ア  

 の形にできる。今 cbxaxxf ++= 2)(  だったとすると（n 次式のときも同様に示せる） 

 

   

 

                       …○イ  

 

 ところが ○アより  

 

 

 

 

 

 

 

 

 ○イ○ウより  ( ) 






 ++
=

)(0
)()(

2

12211

λ
λλλ

f
bbf

PAfPt  

 よって PAfPt )( の固有値は )()( 21 λλ ff ， である。 PAfPt )( と )( Af の固有値は等しい（←教科書 p.192

節末問題 2）ので )( Af の固有値は )()( 21 λλ ff ， である。（n が一般の場合も同様に証明できる） 
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新版線形代数 演習 改訂版 解答 

 

4 章の問題 

１ 変換 gf の逆変換によるもとの像を求めることとなる。 

 gf を表す行列は 

  







−−
−−

=















−
−

=
11
23

32
21

11
45

AB  

 この行列について 

  
( ) ( ) ( ) ( )3 1 2 1

1

AB = − × − − − × −

=
 

 より， ( ) 1−gf を表す行列は 







−

−
31
21

 

 )23( ，  に移されるもとの点は 







−

=















−

−
3
1

2
3

31
21

 

 

２ 原点を中心とする 30°の回転移動を表す行列を A とすると 

   







°°
°−°

=
30cos30sin
30sin30cos

A  

  また，直線 xy −=  に関する対称移動は ( )x y，  が ( )x y′ ′，  にうつるとすると 

  
0

0

x y x y

y x x y

′ = − = −


′ = − = − +
なので，この一次変換を表す行列を B とすると 








−

−
=

01
10

B  

  これら 2 つの移動の合成変換を表す行列 BA は 

   










−
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  求める点を ( )yx ′′′ ，P  とすると 

   










−
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−
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−
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2
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2
1

1
3
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31

2
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y
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  すなわち，求める点 P′の座標は ( )13 −− ，  
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θ θ θ θ
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 − − − − + 

 − − −
=  
 − − 

①

 

  一方， 3A は原点を中心とする 3θの回転移動を表す行列であるから 

   ②






 −
=

θθ
θθ

3cos3sin
3sin3cos3A  

  ①，②の成分を比較して   

 

４ 

 ⑴ ( ) ( )yxtt ′′′+− ，，， P12P  とおくと 
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 −
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′
′

1
14

1213
12

t
t

t
t

y
x

 より 点 P の座標は ( )114 +− tt ，  

 ⑵ 点 ( )yx ′′′ ，P  において，⑴より 14 −=′ tx ， 1+=′ ty  だから， 

   この 2 式から t を消去して 

    54 −=′−′ yx  ∴ 054 =+′−′ yx  

   よって，点 P′は直線 054 =+− yx  をえがく。 

 

５ 平面上の任意の点を ( )yx，P  とし，その像を ( )yx ′′′ ，P  とすると 

   















=








′
′

y
x

ba
a

y
x 1

 より ①




+=′
+=′

byaxy
ayxx

 

  点 ( )yx ′′′ ，P は，つねに直線 xy 2=  上にあるから xy ′=′ 2  

  ①を代入して ( )ayxbyax +=+ 2  より 

   ( ) ( ) 022 =−+− yabxa  

  これが任意の実数 x，y について成り立つときだから 

   02 =−a  かつ 02 =− ab   ∴ 2=a ， 4=b  

 

  

θθθ
θθθ

cos3cos43cos
sin4sin33sin
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−=



４章の問題 つづき 

６ 

 ⑴ 
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23
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 より 
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23

 

 

 ⑵ 
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y
x

y
x

32
23

 となる ( )yx， を求める。 

   







=








+
+

y
x

yx
yx

32
23

 これより 




=+
=+

yyx
xyx

32
23

  ∴ 0=+ yx  

   となる点だから， tx =  とおくと ty −=  

   よって ( )tt −，  （t は任意の実数） 

 

 ⑶ 

  (ⅰ) 直線 cx =  上の点を ( )tc，  とおくと 







+
+

=















tc
tc

t
c

32
23

32
23

 

     よって t c= − 。ところが 

    t ＝＼ c− のとき c ＝＼ tc 23 +  であるから，直線 cx =  は自分自身に移されない。 

  (ⅱ) 直線 nmxy +=  上の点を ( )nmtt +，  とおくと 

    
( )
( ) 
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=
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=
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ntm
ntm

nmtt
nmtt

nmt
t

332
223

332
223

32
23

 

   これが，直線 nmxy +=  上の点に移るから 

    ( ) ( ){ } nntmmntm +++=++ 223332    

    ( ) ( )22 3 3 3 2 2m t n m m t mn n+ + = + + +  

    ( ) 02222 2 =−+− nmntm   ( ) ( ){ } 0112 =++− ntmm  

   ∴ 「 1=m  で n は任意の実数」 または 「 1−=m ， 0=n 」 

   よって nxy += （ n は任意の実数 ）， xy −=  
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 （前半） 
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θ
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sin2cos

sin
cos
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21

 より Q の座標は ( )cos 2 sin 2 cos sinθ θ θ θ− − +，  

 よって， ( ) ( )2 cos sin 1 sin 2 cos 5 siny θ θ θ θ θ α= − + = ⋅ + − = +  

   （ただし 
2 1 3sin cos 2

25 5
α α π α π= = < <， ， ） 

πθ ≦≦0 のとき α θ α π α+ +≦ ≦  

 ( ) ( )sin sin sin
2
πα θ α+≦ ≦  

∴ ( )2 sin 1
5

θ α− +≦ ≦  よって 52 ≦≦ y−  

 （後半）  

 

 

 

 

 

     ∴ ππθ
6
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6
2 ，=   よって ππθ
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４章の問題 

８ ②と⑤が誤り。 

 ① EA −  は 1)( −= xxf  とおくと ( )f A A E= − なので 

  固有値は 0)1( =f ， 1)2( −=f  （問題 177 の次の例題 13 フロベニウスの定理より）。 

  よって問題 184 より 10 ×=− EA   従って 0=− EA  は正しい。 

 （別解） 

   A の固有方程式はλの 2 次方程式 0A Eλ− =  だが，今 1λ =  がその解の一つなので 

   1 0A E A E− = − =  

 

 ② EA +  は 1)( += xxf  とおくと )(Af なので 

  固有値は 2)1( =f ， 3)2( =f  （問題 177 の次の例題 13 フロベニウスの定理より）。 

  よって問題 183⑴より 32 ×=+ EA   従って 0=+ EA  は誤り。 

 （別解） 

   A の固有方程式はλの 2 次方程式 0A Eλ− =  だが，これが成立するのは 1λ = ，2 のみなので 

   1λ = −  を代入すると A E+ 0 

 

③ 1 に属する固有ベクトルを 1P ，2 に属する固有ベクトルを 2P とするとき ( )21 PP=P とすれば A は

与式のように対角化されるので，③は正しい。 

 

④ EA 2−  は 2)( −= xxf  とおくと ( ) 2f A A E= − なので 

  固有値は 1)1( −=f ， 0)2( =f  （問題 177 の次の例題 13 フロベニウスの定理より）。 

 よって問題 183⑴より ( ) 0012 =×−=− EA  。 

 よって EA 2− は逆行列をもたない。従って④は正しい。 

 （別解） 

   A の固有方程式はλの 2 次方程式 0A Eλ− =  だが， 2λ =  はその解の一つなので 

   2 0A E− =  よって 2A E−  は逆行列をもたない。 

 

⑤ 与式は 







=
















y
x

y
x

dc
ba

 なので 







y
x

は固有値 1 に属する固有ベクトルである。従って，与式を

みたす x，y の組は無数にある。よって⑤は誤り。 

 

９ 







−

=







−








− 1

4
1

4
1

43
λ

a
 が成立するので 

  λ4412 =−  よって 2=λ 。 

  λ−=−− a4  よって 2−=a 。 

  従って，⑴，⑵の答は各々 2，－2。 
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 ⑴ 問題 183 の公式より 2−=+ λaa  …○ア  

問題 184 の公式より λ2252 −=−a  …○イ  

   （ただし，λはもう 1 つの固有値。） ○ア，○イ  より 

a を消去して λλλ 8100442 −=−+− 。 
よって ( ) ( ) 0128 =+− λλ   

0a > の仮定と㋐より 8=λ  

  （別解） 

   固有方程式は ( )25
25 0

5

a
a

a

λ
λ

λ

−
= − − =

−
 …㋒ 

   2λ = −  はその一つの解なので 2λ = −  を代入して ( )22 25 0a + − =  が成り立つ。 

   2 5a + = ±  だが 0a >  より 3a =  

   このとき㋒は 

   
( ) ( )

29 6 25 0

8 2 0

λ λ

λ λ

− + − =

− + =
 

   よって 8λ =  

 

 ⑵ ○アより 3=a   







−=
















y
x

y
x

2
35
53

 より 

   yyxxyx 235253 −=+−=+ ，  となり xy −= 。  よって，答は 







−

=







α
α

y
x

 

   （αは 0 以外の任意数） 

 

11 

 ⑴  

 

 

 

 ⑵ 







=
















y
x

y
x

6
34
32

 より 




=+
=+

yyx
xyx

634
632

 

  xy
3
4=  より 










=









3
4
1

k
y
x

 

 

  

( ) ( ) 61016

1265
34

32 2

，より −==+−=

−+−=
−

−
=−

λλλ

λλ
λ

λ
λEA
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 ⑴ 32)( 2 −−= xxxf  とおくと EAAAf 32)( 2 −−=  である。 )(Af の固有値は 
   問題 177 の次の例題 13 フロベニウスの定理より )( 1λf と )( 2λf で， 

   今 032)( 1
2

11 =−−= λλλf ……㋐， 032)( 2
2

22 =−−= λλλf ……㋑ である。 

   ㋐より ( ) ( )1 13 1 0λ λ− + =  で 1 3 1λ = ， 。㋑より 2 3 1λ = −， 。 

従って 62221 ，，−=+ λλ であり，問題 182⑵の公式より各々の値に対応して 

6222211 ，，−=+ aa  である。 

 

 ⑵ xxxf −= 2)(  とおくと AAAf −= 2)( 。 )(Af の固有値は問題 177 の次の例題 13 フロベニウスの

定理より )( 1λf と )( 2λf で，今 0)( 1
2

11 =−= λλλf ， 0)( 2
2

22 =−= λλλf  である。 

   1010 21 ，，， == λλ  であるから 21021 ，，=+ λλ  であり，問題 182⑵の公式より各々の値に対

応して 1211 aa +  の値は各々0，1，2 となる。 

 

13 

 ⑴ ケーリー・ハミルトンの定理から 

   ( ) ( )2 1 6 1 6 2 3A A E O− + + × − × =  よって AA 72 =  

  従って 







== −−

63
21

77 11 nnn AA  

  （別解）A の固有値 70，=λ とそれらに属する固有ベクトルを並べてつくった 








 −
=

31
12

P  を利用して 







=−

70
001 APP  

 

よって  

 

 

 

 

 

 

 

  

1 1

1

0 0 0 0

0 7 0 7

2 1 0 0 3 1 3 10 71 1
7 71 3 0 7 1 2 1 20 3 7

1 2
7

3 6

n n
n n

n

n n

n

P A P A P P− −

−

   
= =      
   

 − − −       
= =                 − −− − − −⋅        

 
=   

 

，



４章の問題 13 のつづき 

 ⑵ ケーリー・ハミルトンの定理から 

   ( ) ( )( )2 1 1 1 1 3 0A A E O− − + × − − × =  よって EA =2 。 

  従って，n が偶数のときは EA n = ，n が奇数のときは AA n =  である。 

  （別解）A の固有値は 2
1 3

1 0
0 1

λ
λ

λ

−
= − =

− −
 より 1λ = ± 。 

     
1 3

0 1

x x

y y

     
=          −     

 とすると 
0

x

y

α   
=      

   
 

     
1 3

0 1

x x

x x

     
= −          −     

 とすると 
3

2

x

x

β

β

   
=      −   

（α，βは 0 以外の任意数） 

     
1 3

0 2
P

 
=   − 

 とすると 1
1 0

0 1
P AP−

 
=   − 

 より  

     
( )

( )
( )

1
1 01 0 1 3 2 3 2 3 3 11 1

2 20 10 1 0 2 0 1 0 2 1

n n
n

n nA P P−
   − −      − −
 = = =             −  −− − ⋅ −        
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 ⑶ ケーリー・ハミルトンの定理から  

   ( ) ( )2 0 0 0 1A A E O− + + + =  よって EA −=2 。 

  従って EAAAAAAAEAAAA =−=−==−=−== 23423 ， 。 

  以上により答は 

   mn 4=  のとき EA n =  

   14 += mn  のとき AA n =  

   24 += mn  のとき EA n −=  

   34 += mn  のとき AA n −=  

      （ただし，m は 0 以上の整数） 

  （別解 1） 

    



















 −

=






 −
=

2
cos

2
sin

2
sin

2
cos

01
10

ππ

ππ

A  は xy 平面における 

   原点中心の
2
π

回転移動を表す行列なので 

cos sin
2 2

sin cos
2 2

n

n n

A
n n

π π

π π

 − 
=  
  
 

 

   または，次のように答えてもよい。 

    4n m=  のとき nA E= ， 

    4 1n m= +  のとき nA A= ， 

    4 2n m= +  のとき 
cos sin 1 0

sin cos 0 1
nA E

π π

π π

− −   
= = = −      −   

， 

    4 3n m= +  のとき 

3 3cos sin 0 12 2
3 3 1 0sin cos
2 2

nA A
π π

π π

 −   
= = = −    −    
 

 （ただし，m は 0 以上の整数） 

  



４章の問題 13⑶のつづき 

  （別解 2） 

   A の固有値は 2
1

1 0
1

λ
λ

λ

− −
= + =

−
 より iλ = ±  （ i は虚数単位） 

   
0 1

1 0

x x
i

y y

−     
=          

     
 とすると 

x i

y

α

α

   
=      

   
 ，

0 1

1 0

x x
i

y y

−     
= −          

     
 とすると 

x

y i

β

β

   
=      

   
 

 

   よって
1

1

i
P

i

 
=   
 

 とすると 1
0

0

i
P AP

i
−

 
=   − 

 より 

   

( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1

1 2 1

11

11

11

0 1 10 1
20 1 10

11 1
2 21

1
2

n n
n

n

n n nn n n

n n nn n n

n nn n

n nn n

i i ii
A P P

i i ii

ii i i i i i i

ii i i i i i i i i

i i i i

i i i i

−

+ + +

++

++

++

  −     
 = =            −− −−      

   − − − + − − −
   = =     −− − + − + −    

 + − + −
 =
 − − − + − 

 

 

 ⑷  

 

 

  (ⅰ) 







=
















− y

x
y
x

2
42
11

  ∴ 




=+−
=+

yyx
xyx

242
2

 

  (ⅱ) 







=
















− y

x
y
x

3
42
11

    




=+−
=+

yyx
xyx

342
3

 

  よって， 32，=λ  に属する固有ベクトルはそれぞれ 















=








β
β

α
α

2
，

y
x

 

   従って 1=α ， 1=β  としたものを並べ 

     







=

21
11

P  とすると 







=−

30
021 APP  

  よって ( ) 







== −−

n

n
nn PAPAPP

30
0211  

 

  となり 

 

 

 

  

( ) ( ) 32032

65
42

11 2

，固有値はより ==−−=

+−=
−−

−
=−

λλλ

λλ
λ

λ
λEA

1

1

1

1 1 2 1 2 12 0 2 0 2 3
1 2 1 1 1 10 3 0 3 2 2 3

2 3 2 3
2 2 3 2 2 3

n n n n
n

n n n n

n n n n

n n n n

A P P −

+

+

     − −     
= = =          − −⋅          

 − − +
=  

− ⋅ − + ⋅ 

（α，βは 0 以外の任意数） 
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 ⑸ 







=
















= 2

2
2

0
2

0
1

0
1

a
aa

a
a

a
a

A  









=
















= 3

3

2

2
3

0
3

0
1

0
2

a
aa

a
a

a
aa

A  より 







=

−

n

nn
n

a
naa

A
0

1

 と予想できる。 

  (ⅰ) 1=n  のときは 







=







 ⋅
=

a
a

a
aa

A
0

1
0

1
1

01

 で成立。 

  (ⅱ) kn =  のとき 







=

−

k

kk
k

a
kaa

A
0

1

 と仮定すると 

   
( )








 +
=







 +
=
















=

+

+

+

+−
+

1

1

1

11
1

0
1

00
1

0 k

kk

k

kkk

k

kk
k

a
aka

a
kaaa

a
a

a
kaa

A  

    となり 1+= kn  のときも成立。 

   (ⅰ)，(ⅱ)よりすべての自然数について上の予想は等しい。 
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