
新版線形代数 演習 改訂版 解答 

 

３章 行列式 

２節 行列式の応用 

 

A 問題 

123 

 ⑴    2 1

0 2 3 0 2 3
2 3

2 3 3 2 3 3 2 1 2 10 21 22
7 5

4 1 1 0 7 5

           


＝＼ 0  ∴正則である。 

   14
14

32~10
14

32~6
11

33~
131211 











 aaa ，，  

   8
14

20~12
14

30~5
11

32~
232221 





 aaa ，，  

   4
32

20~6
32

30~3
33

32~
333231 








 aaa ，，  

   したがって，



















4814

61210

356

22
11A  

 

 

 ⑵  2 1

5 1 7 5 16 8
16 8 16 1

1 3 3 1 0 0 1 8 48
10 8 10 1

3 1 1 3 10 8





     




＝＼ 0  ∴正則である。 

   10
13

31~8
13

31~6
11

33~
131211 





 aaa ，，  

   2
13

15~16
13

75~6
11

71~
232221  aaa ，，  

   16
31

15~8
31

75~24
33

71~
333231 





 aaa ，，  

   したがって，












































815

484

1233

24
1

16210

8168

2466

48
11A  

 

  



123 つづき 

 ⑶ 

1 1 2 1 0 0
5 5 1 1

2 3 1 2 5 5 25 25
10 5 2 1

3 7 1 3 10 5

 
    


＝＼ 0  ∴正則である。 

   5
73

32~5
13

12~10
17

13~
131211 





 aaa ，，  

   10
73

11~5
13

21~15
17

21~
232221 











 aaa ，，  

   5
32

11~5
12

21~5
13

21~
333231 








 aaa ，，  

   したがって，














































121

111

132

5
1

5105

555

51510

25
11A  

 

124 

 ⑴ 2
43

21
|| A  

     2
40

21

2
1

1 


x ，
2
3

03

11

2
1

2 


x  

 

 ⑵ 64
46

84
|| 


A  

     
16
7

64
28

43

81

64
1

1 




x ，

32
3

64
6

36

14

64
1

2 





x  

 

 ⑶ 48
71

88

710

880

221

511

223

221

|| 








A  

     
4
1

48
12

115

22

48
1

1150

220

221

48
1

513

222

221

48
1

1 










x  

     
16
17

48
51

72

85

48
1

720

850

211

48
1

531

223

211

48
1

2 











x  

     
16
7

48
21

21

58

48
1

210

580

121

48
1

311

223

121

48
1

3 








x  

 

  



124 つづき 

 ⑷ 18
57

15

570

150

231

123

312

231

|| 















A  

     
18
1

11

54

18
1

110

540

231

18
1

121

311

231

18
1

1 
















x  

     
18
13

52

13

18
1

520

130

211

18
1

113

312

211

18
1

2 















x  

     
18
11

27

35

18
1

270

350

131

18
1

123

112

131

18
1

3 














x  

125 

 ⑴  3 1

3 1 0 2 6
2 6

1 2 1 0 1 3 1 6 6 12 0
1 3

1 1 2 1 1 2

k t
k

k k


 
 

          
 

  ∴ 12k  

   

3 1 12 0 1 1 2 0 1 1 2 0 1 1 2 0

1 2 1 0 1 2 1 0 0 1 3 0 0 1 3 0

1 1 2 0 3 1 12 0 0 2 6 0 0 0 0 0

          
                
                 

 

  ∴ 
03

02

32

321




xx

xxx
 

  したがって tx 3 (t＝＼ 0)とおくと， tx 51  ， tx 32  ， tx 3  （t は 0 でない任意の数） 

 

 ⑵     2 2

1 1 0 1 0 0

2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2 1 0

2 2 1 2 2 2 1

k k k k k k k k k k k k

k k

             


  

  ∴ 
2

1k  

   





























































000
2
2210

011

1220
2
2210

011

122
2
212

011

  （複号同順） 

  ∴   0
2
2

21

0

32

21





xx

xx


 （複号同順） つまり    3 2 2

2 1 2 2 2
2

x x x        

  したがって  tx 2 (t＝＼ 0)とおくと， 

    
2

1k  のとき tx 1 ， tx 2 ，  tx 223   

    
2

1k  のとき tx 1 ， tx 2 ，  tx 223   （t は 0 でない任意の数） 
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8

1

0

1

8

0
AC

9

3

0

1

9

2
AB ，  

  したがって △ABC の面積は 
89

13

2
1

 の絶対値で 
2

15
 

  















 








 











6

0

0

1

6

1
AD

8

1
AC ，  

  したがって △ACD の面積は 
68

01

2
1

 の絶対値で 3 

 以上より 四角形 ABCD の面積は 
2
21

 

 

127 

 ⑴    3 2

2 1 3 6 1 3
6 3

3 2 1 5 2 1 1 1 6 15 21
5 1

4 1 0 0 1 0

           


 
 したがって 21|21|   

 

 ⑵ 

























































4

0

7

2

5

1

5

5

1

accbba 32 ，，  より 

   

1 1 7 0 1 7
0 7

5 5 0 0 5 0 5 105
3 4

5 2 4 3 2 4

 
    


   

 

 

   したがって 105|105|   

 

128    

 ⑴ 

2 3 6 2 3 6
2 4 1 4

2 5 4 0 2 4 2 4 4
2 3 1 3

0 2 3 0 2 3

 
 

       ＝＼ 0  したがって 1 次独立 

 

 ⑵ 

1 4 7 1 4 7

2 5 8 1 4 7 0

3 6 9 3 6 9

    したがって 1 次従属 

 



B 問題 

129 

 ⑴ 
   

     

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 0 0
1 1b a c a

a b c a b a c a b a c a
b a c a b a c a

a b c a b a c a

a b b c c a

 
      

   
 

   

 

      abab
ba

ba
acaac

ca

ca
abcbc

cb

cb
a  221322122211

~~~ ，，  

            baba
ba

aacac
ca

acbcb
cb

a  222322222221

11~11~11~ ，，  

 ab
ba

aca
ca

abc
cb

a 
11~11~11~

333231 ，，  

  したがって 

        

     
     
      























abbabaabab

caacaccaac

bccbcbbcbc

accbba
A

11  

 

 ⑵  

 

 

 

 

 

 

     2 2
11 12 13

0 0

0 0

a b a b
a ab a a a b

b a a b

 
      

 
， ，  

     2 2
21 22 23

0 0

0 0

a b b a
a b a ab a a

b a a b

 
      

 
， ，  

     2 2
31 32 33

0 0

0 0

a b b a
a a a b a ab

a b a b

 
      

 
， ，  

  したがって 

   
    



















abab

baba

abab

bababa
A

22

22

22

22
1 1

 

 

  

 

   
 

        222

0

0

1

01

01

1

0

0

0

0

0

babababaabba

bba

baa
ba

bab

baa

ba

ba

b

a

ba

ba

bba

aba

baba

ba

ab

ba
































130 

 ⑴ 

0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0
1

0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1

  
   

  
 

     1 1

11

0 1 0

1 1 0 0 0

0 0 0

a



    ，   1 2

12

0 1 0

1 0 0 0 0

1 0 0

a



   ， 

     1 3

13

0 0 0

1 0 1 0 0

1 0 0

a
    ，   1 4

14

0 0 1 1 0 0

1 0 1 0 0 1 0 1

1 0 0 0 0 1

a


 
      ， 

     2 1

21

0 0 1

1 1 0 0 0

0 0 0

a
    ，   2 2

22

0 0 1

1 0 0 0 0

1 0 0

a
   ， 

     2 3

23

0 0 1 1 0 0

1 0 1 0 0 1 0 1

1 0 0 0 0 1

a
       ，   2 4

24

0 0 0

1 0 1 0 0

1 0 0

a
    ， 

     3 1

31

0 0 1

1 0 1 0 0

0 0 0

a
    ，   3 2

32

0 0 1 1 0 0

1 0 1 0 0 1 0 1

1 0 0 0 0 1

a
        

     3 3

33

0 0 1

1 0 0 0 0

1 0 0

a
   ，   3 4

34

0 0 0

1 0 0 1 0

1 0 0

a
     

     4 1

41

0 0 1 1 0 0

1 0 1 0 0 1 0 1

1 0 0 0 0 1

a
     

 
，   4 2

42

0 0 1

1 0 1 0 0

0 0 0

a
     

     4 3

43

0 0 1

1 0 0 0 0

0 1 0

a
  


，   4 4

44

0 0 0

1 0 0 1 0

0 1 0

a
   


 

   よって 

   1

0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0 1 01
1 0 1 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0

A

   
        
    
   
   

 

 

  



130 つづき 

 ⑵ 

1 1 0 0

0 1 1 0
1

0 0 1 1

0 0 0 1

  

     1 1

11

1 1 0

1 0 1 0 1

0 0 1

a
   ，   1 2

12 1 0 0a


     

     1 3

13 1 0 0a


    ，   1 4

14 1 0 0a


     

     2 1

21

1 0 0

1 0 1 1 1

0 0 1

a
    ，   2 2

22

1 0 0

1 0 1 1 1

0 0 1

a
    

     2 3

23

1 1 0

1 0 0 1 0

0 0 1

a
   ，   2 4

24

1 1 0

1 0 0 1 0

0 0 0

a
    

     3 1

31

1 0 0

1 1 1 0 1

0 0 1

a
   ，   3 2

32

1 0 0

1 0 1 0 1

0 0 1

a
     

     3 3

33

1 1 0

1 0 1 0 1

0 0 1

a
   ，   3 4

34

1 1 0

1 0 1 1 0

0 0 0

a
    

     4 1

41

1 0 0

1 1 1 0 1

0 1 1

a
    ，   4 2

42

1 0 0

1 0 1 0 1

0 1 1

a
    

     4 3

43

1 1 0

1 0 1 0 1

0 0 1

a
    ，   4 4

44

1 1 0

1 0 1 1 1

0 0 1

a
    

   よって 

   1

1 1 1 1

0 1 1 11
1 0 0 1 1

0 0 0 1

A
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  必要 ： 1A  の成分がすべて整数とすると || 1A  は整数 

   1 11 E A A A A     より 

||
1

|| 1

A
A   が整数であるので 1|| A  

  十分 ： 1|| A  ならば AA
A

A
~~

||
11   であり 

  A の各成分は整数成分からなる行列 A の余因子である。よって 1A  の成分も整数 

 

132 

  

         abbaab
ba

baab

ba

ba
ab

bbaa

bbaa

ba

ba

ba

ba

A













11
11

11
11

11

11

0

0

1

1

1

1

22
33

22

33

22

 

  ただ 1 つの解をもつための必要十分条件は A ＝＼ 0 であるので 

  a ＝＼ 1 かつ b ＝＼ 1 かつ a ＝＼ b 
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1

3

1

AD

2

2

1

AC

5

5

1

AB ，，  

  AB，AC ，AD  が定める平行六面体の体積は 

      
1 1 1 1 0 0

7 2 1 2
5 2 3 5 7 2 1 7 28

7 6 1 6
5 2 1 5 7 6

  
 

       


   
 の絶対値であるので 28 

  ABCD を頂点とする四面体の体積はその
6
1
 したがって

3
14

6
28   

 

  



134 

 ⑴  3 1

1 2 1 1 3 1
3 1

2 5 2 2 3 2 3 1 9
3 2

3 3 0 3 0 0

     


＝＼ 0   したがって a，b，c は 1 次独立。 

 

 ⑵ xcba  nml  とおく 

   






















































3

13

9

033

252

121

n

m

l

 クラメルの公式より， 

       3 1

9 2 1 9 7 1
7 11 1 3 113 5 2 16 8 2 1 14 8 2

9 9 9 38 2
3 3 0 3 0 0

l



         


  
 

       3 1

1 9 1 1 10 1
10 11 1 3 12 13 2 2 11 2 1 20 11 3

9 9 9 311 2
3 3 0 3 0 0

m
        


 

     3 1

1 2 9 1 3 10
3 10 1 101 1 32 5 13 2 3 11 1 1

9 9 9 3 11 7 11
3 3 3 3 0 0

n
       

 
 

  したがって cbax  32  

 

135 Ozyx  nml  とおくとき 0l m n    であることを示せばよい。 

  
     
      Ocba

Obacbacba





mlnmlnml

nml

2

2
 

  a，b，c が 1 次独立であるので 

    












0

02

0

ml

nml

nml

 

  11121

011

112

111






＝＼ 0  

  より㋐は唯一組の解をもち，その解は 0 nml  となるので 

   x，y，zは 1 次独立。 

 

  



136  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   したがって 13  ，a  
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  ㋐ 
 

 
3 2 0

2 2 0

x y

x y




   
    

 が 0x y   以外の解をもつには  

      23 2
2 2 1 0

2 2


   


 

      
 

 よって 2 1  ，  

   (ⅰ) 2   のとき㋐は 
2 0

2 4 0

x y

x y

 
  

 なので解は 
2x t

y t


 

（ t は 0 以外の任意数） 

   (ⅱ) 1    のとき㋐は 
4 2 0

2 0

x y

x y

 
  

 なので解は 
2

x s

y s


 

（ s は 0 以外の任意数） 
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 ⑴  























































2

2

2

||00

0||0

00||

c

b

a

ccbcac

cbbbab

cabaaa

cba

c

b

a

AAt  

   2222 |||||||||||||||| AAAAAAA ttt  ，cba  より |||||||| cbaA  

 

 ⑵ ⑴より |||||||| cbaA であるが，a＝＼ 0，b＝＼ 0，c＝＼ 0 より A ＝＼ 0， 

   ∴ a，b，c は 1 次独立。 

 

 ⑶ cbax nml   と a との内積をとると， 

    2|| acabaaaxa lnml   

   ∴ 
2|| a

xa l ，同様に 
2|| b

xb m ，
2|| c

xc n  

 

  

   

   

   
       

        01313

11

12
313

31

312
3

3121

3122

010

3

211

212

11

3

2110

2120

110

211

3

011

021

1201

211

3

012

021

120

210

2

2


























aaaa

a
aaa

aa

aa
a

aaaa

aaa

aa

aa

a

a

aa

aa

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a



発展問題 
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 ⑴ (ⅰ) A ＝＼ 0 のとき 


1 A
A

A
  より 


1 A

AA A E
A

    よって A A A E  …㋐ 

     つまり A A  は n 次の対角行列で成分はすべて A  

     よって | | | |nAA A  

     ∴ | || | | |nA A A  より  1| | | |nA A   …㋑ 

   (ⅱ) 0A   のとき A A A E O  （零行列）である。  

     よって A の所に A を代入すると A A≈ A E O    

     従って AA  A≈ A A E O   ここで A  0 ならば A O  であり 

     A O となって矛盾。よって  0A   である。 

     従って  1
0

n
A A


   が成立。 

 

 ⑵ ㋐の A を A とすると A A≈ A E  であるから 

   AA  A≈ | |A A E である。㋐，㋑より A E  A≈ 1n
A A E


 であるから A≈ 2| |nA A  。 

   つまり A≈ 2| |nA A   
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rrr

r
rn

nrn

rrr

rrr

r

nnnr

rnrr

nrrr

nr

nnrnnrn

nrrrrrr

rnrrrrr

nrr

r

aa

aa

A

Aaa

Aaa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

ΔA

































1

111

1

)1(1)1(

1

111

)1(

)1()1()1(

)1(

11)1(

)1(1

)1()1()1()1(1)1(

)1(1

1)1(1111

00

00

~~00

~~00

~~1

~~1

























 

   より 

rrr

r
rn

r

aa

aa

AΔ






1

111
1||   

 

 

 

  は r 次の単位行列。 

  
1 21 2

0

l l lnk k kna a a a a a

A l k

l k

  

 
 



( 　のとき)

( のとき)


 

  はすべての対角成分が 

A であるような 

 n r 次の対角行列。 


