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   以上から重心 G の座標は 

   5 8 3 8 5 3G
24 7 8 7 12 4

yx MM
M M

                 
， ， ，  

 



 

 ⑵  
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 ⑴ 2 2 2 2x y z a   より 2 2 2z a x y   であるから 

   
 

 

1
2 2 2 2

1
2 2 2 2

x

y

z x a x y

z y a x y





   

   

 

        
122 2 2 2 21x yz z a a x y


       

   従って，求める面積 S は 

    
 

  

1
2 2 2 2

2 2 2 2|

D
S a a x y dx dy

D x y x y a b


  

  


， ≦

 となる。 

   極座標に変換すると 

       

 

 

   

 

   

2 2

2 2

2 2

2 2

12
2 2 2

0 0

1
2 2 2

0

1
2 2 2

0

1
2 2 2

0

2 2

2

2

2

2 2

a b

a b

a b

a b

S a a r r dr d

a a r r dr

a a r r dr

a a r

a b a a a b










 

 

 

 



  

  

    

 
   

 

    

 




 

 

 

  

  

1
2 2

0

33 3

3

1
3 3

2
3

a

y
D a

a

a

I x dx dy x dy dx

x a a

a

 









 

      



  

2 2a r t  とする置換積分 

2 dtr
dr

   

着目している曲面のふちは 

半径 の円 

y 軸方向からみると 



 

 ⑵ 1Tan yz
x

    
 

 より 
 2

2 2 2

1
x

y x yz
x yy

x

 
 

   
 

 （公式 28 ） 

  同様にして 

      
   

2 2

2 222
2 22 2 2 2

2 2

2 2

1 1

1

y

x y

xz
x y

y xz z
x y x y

x y

x y




     
 

 




 

  従って，求める曲面積 S は 

   
2 2

2 2

1

D

x y
S dx dy

x y

 








 

     2 2| 1 0 0D x y x y x y   ， ≦ ， ， ≧  

   十分小さい正数ε，δについて 

      
0 1

0
2

r
D r


  

 
    

 
 

≦ ≦

≦ ≦
 

   となる。極座標に変換すると 

    

 

12 2

2
00

1
2

0

1
2 2

0

1

1 P.20
2

1 11 log 1
2 2 2

rS r dr d
r

r dr

r r r r

 










 

 









 

    
 

              

 
 

 ( (Ⅳ)公式 )  

   0 0  ， とすると 

      2 log 1 2
4

S     

 

 

 

 

 

 



４章 重積分 

４章の問題 

 

1 

 ⑴  

 

 

 

 

 

 

 

 ⑵  

 

 

 

 

 

 

2 

 ⑴    
0 1 1 1

1 0 0 0

x x
f x y dy dx f x y dy dx

 


   ， ，  

   または 

    
1 1

0 1

y

y
f x y dx dy



  ，  

 

 

 ⑵  
1 1

0 1 x
f x y dx dy

  ，  

   または 

    
1 1

0 1 y
f x y dx dy

  ，  

 

 

 ⑶  
1 2 2

0 0

x
f x y dy dx



  ，  

   または 

    
22

2

0 0

y

f x y dx dy


  ，  

  

1 2 1 2
2 2

0 0 0 0

1 23 2

00
3 2

1 4
3 2
2
3

xy dx dy y dy x dx

y x

 

         

 



   

 

 

2 222 2

1 0
01

2

1

22
1

2 2
2

4 2

2 2

8

yx y dy dx xy dx

x dx

x x

 
   

 

 

   







 





3 

 ⑴  

 

 

 

 

 

 ⑵  

 

 

 

 

4 

 ⑴    
2 2 1 5 2

11 3 3
2

x

yf x y dy dx f x y dx dy


   ， ，  

 

 

 

 

 ⑵    
2

1 1

0 0

y x

y x
f x y dx dy f x y dy dx   ， ，  

 

 

 

 

 ⑶    
2

2 2 2

0 0 0

x

y
f x y dx dy f x y dy dx   ， ，  

 

 

 

5 

 ⑴ 
2

2

0 0
r dr d


   

 

 

 

 ⑵ 2 2

0 0
sin

a
r dr d



    

 

  

2 2 2 2
2 2

0 1 0 1

2 23 2

10

8 3
3 2 3 2

4

xy dx dy y dy x dx

y x

 

           



   

 

 

4 3 424 3

2 1 212

4 42
22

9 12
2 2 2

4 2 4

20

xx y dx dy xy dy y y dy

y dy y y

                       

     



   





6 

 ⑴  

   

   

     

 

 

1 121 1

0 0
00

1 2

0

1
22

0

1
33

0

1 1
2

1
1 1

2

11 1
2

1 1 1 11 1
3 6 3 6

5
6

x
x

D

yx y dx y x y dy dx y xy dx

x
x x x dx

x x dx

x x x


  

        
 

 
     
 
 

     
 

               














  

 

 

 ⑵  

   

 

2

2

1

0

1 1
2

0 0

1 1
1 1

1 1
1 1

x

D x

x

x

dx dy dy dx
x x

y dx x x dx
x x

 

     

  

 
 

 

   ここで， 1t x  と置換すれば， 

   2 1 2 : 0 1x t dx tdt x   ， ， のとき， :1 2t  であるから 

   

  
 

 

2 22 2

1

2
2 4 2

1

2
4 2

1

2
5 3

1

1 1 1 2

2 1 2 1

2 3 2

12 2
5

4 2 12 2 2 2 2 1 2
5 5

4 2 12 8 262
5 5 5

t t t dt
t

t t t dt

t t dt

t t t
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1
2 2

0 0

1
13 4

000

15

0

3 3

1
15 15

y

D

y

x y dx dy x y dx dy

x y ydy dy

y
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 2 2 2

2

2

2 1

0 0

2 1

0 0

1

0
2

x y r

D

r

r

e dx dy e r dr d

d e r dr

e r dr











  







 

 

  

 



 

1

0

1

0

1

12
2

1

t

t

e dt

e

e













 

   

  



2r t とおくと 

0 1
2

0 1

rdtr
tdr





 

2 1
2

2 2 20 0

11
2 2

0

1 1
1 1

2 (1 )

D
dx dy r dr d

x y r

r dr








  

 

  


10
2

1

11
2

0

11
2

0

12
2

2

2

t dr

t dt

t















   
 



 
  

 







21 r t  とおくと 

0 112
1 02

rdtr rdr dt
tdr


      



6       2 22
D

I x y x y dx dy     

   今 2 2 1 2 2x y x y   ≦ ≦ ， ≦ ≦  なので 

   
2

u x y

v x y

 


 
 つまり 

1 1

1 2

u x

v y

     
          

     
 と変換すると 

   
2 11

3 1 1

u x

v y

     
                

 で   2 1 1 1 1
3 3 3 3 3

J u v       なので 

   1
3

dx dy du dv  かつ 2 2 1 1u v ≦ ≦ ， ≦ ≦ となる。 

   

 

 

 

2 1
2 2

12

2 1
2 2

00

2 1
2 3

00

2
2

0

2
3

0

23

0

1
3

4
3

4 1
3 3

4 1
3 3

4 1 1
3 3 3

4
9
4 8 2
9
40
9

I u v dv du

u v dv du

u v v du

u du

u u

u u



   
 

   
 

    

   
 

    

   

  



















 

 

 

  



 ⑺   x y

D
I x y e dx dy    

   ここで 
u x y

v x y

 


 
 つまり 

1 1

1 1

u x

v y

     
               

 と変換すると 

   
1 11

2 1 1

u x

v y

      
                 

 で   1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

J u v        
 

 なので 

   1
2

dx dy du dv  かつ 0 1 0 1u v≦ ≦ ， ≦ ≦ となる。 

   

 

1 1

0 0

1 1

0 0

112

0 0

1
2

1
2

1
2 2

1 1 1
2 2

1
4

v

v

v

I ue du dv

u du e dv

u e

e

e



 

         

   



 

 

 

 

  



 ⑻  2 2

D
x y dx dy   

   

xu
a
yv
b

 

 

 つまり 

1 0

10

u xa
v y

b

 
    

             
 

 と変換すると 

   

1 0

10

u xb
ab

v y
a

 
     

              
 

 なので   0 0J u v ab ab     

   ∴ dx dy ab du dv  かつ 

     積分領域 D は   2 2| 1D u v u v ， ≦ となるから 

   

    
 

2 2

3 2 3 2

D

D

I au bv ab du dv

a bu ab v au dv

 

 




 

   極座標を導入して 
cos

sin

u r

v r









 として 

   

 

 

 

 

1
2 3 2 2 3 2 2

0 0

1
2 3 2 3 2 3

0 0

2 3 2 3 2

0

2 3 2 3 2

0

2 23 2 3 2

0 0

3 3

3 3

4 cos sin

4 cos sin

14 cos sin
4

cos sin

cos sin

1 1
2 2 2 2

32
4 4

4

I a br ab r r dr d

a b ab r dr d

a b ab d

a b ab d

a b d ab d

a b ab

a b ab
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（公式 ）

 2 2a b 

 

 

  



 ⑼ 

1

2 2 2 2
00

x

D

x y x ydx dy dy dx
x y x y
 


 

   
 

   ここで，まず 2 2
0

x x y dy
x y







 を計算する 

    
 

        

2 2 2 2 2 2
00 0

2 2 2 2
0

1 2 2
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1 1 2 2

2

2

21 1
2

1 1tan log 28 30 P.59
2

1tan 1 tan 0 log 2 log
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x y yxdy dy dy
x y x y x y
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x
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（公式 教 ）
 

   したがって 

    

 

1 1

2 2
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1 log 2
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1 log 2
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1 log 2 1 0
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1 log 2
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 ⑽ 極座標に変換する 
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0
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7   まず z a  によって切られる 

   
22

2
2 2 1yx z

a a
   の切り口の方程式を求めると z a  を代入して 

     
22 2

2 2 1yx a
a a

     ⇒  2 2 2 4 2 21x y a a a a      

   であることから，切り口は半径 21a a  の円であることが分かる。 

   
22

2
2 2 1yx z

a a
   を z について解けば 

    
   2 2 2 2 2 222

2 2 21
a x y a x yyxz

aa a a

  
         

   であるから，着目している立体の上面は平面 z a  ，下面は
 2 2 2a x y

z
a

 
  なので 

   求める体積 V は 

    

 

    

2 2 2

2 2 2 2| 1

D

a x y
V a dx dy

a

D x y x y a a

          
  

  

  






， ≦

 

   ゆえに V は 
 2 2 2

D

a x y
V a dx dy

a

     
 
 






 

   曲座標を導入すればより 
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0
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3 5 2

5 3 2
5 3 2

1 1
2 3

3 22 3 2
6 3

a a
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であることから    
3 1

2 2 2 22 21
3

a r r a r
 

    
 

       
3 1 1

2 2 2 2 2 2 2 22 2 23 3
2

a r a r a r r a r
          

 



 

   V を最大にする a を求めるために   5 3 23 2g a a a a   とおく 

    

 

 
   

4 2

3

2

5 9 4

5 9 4

1 5 5 4

g a a a a

a a a

a a a a

   

  

   

 

   極値を求めるために   0g a  になる a を求める。 

      21 5 5 4 0a a a a    から， 

   まず 0 1a a ， ，次に 25 5 4 0a a   を解いて 

   

 5 25 4 5 4
10

5 105
10

a
     



 

 

   0 1a ≦ が a の満たすべき条件なので，結局   0g a  なる a は 1a  と 

    5 105 105 10.2
10

a   ≒ となる。 

 

   増減表を書いて 

 

 

 

 

   増減表から（最大値自体を求める必要はない）V を最大にする a の値は 

    
5 105

10
a   である。 
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