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３．１．微分係数 
問題１． 
(1) 

8)4(lim
4

)4)(4(lim
4
4lim

4
)4()(lim)4('

44

22

44
=+=

−
+−

=
−
−

=
−
−

=
→→→→

b
b

bb
b

b
b

fbff
bbbb

(2) 

12)42(lim
2

)42)(2(lim
2
2lim

2
)2()(lim)2(' 2

2

2

2

33

22
=++=

−
++−

=
−
−

=
−
−

=
→→→→

bb
b

bbb
b

b
b

fbff
bbbb

 

問題２．
3)( xxf =  とする。 8)2( =f  である。問題 1 (2)より，

12)2(' =f ．よって，接線の方程式は， )2(128 −=− xy ．整理すると 
1612 −= xy  

 
・練習問題 
１． 
(1)

6)1(3lim
1

)1)(1(3lim
1

133lim
1

)1()(lim)1('
11

22

11
=+=

−
+−

=
−
⋅−

=
−
−

=
→→→→

b
b

bb
b

b
b

fbff
bbbb

(2) 

24)42)(2(lim
2

)42)(2)(2(lim
2

2)2()2(lim
2

)2()(lim)2(' 2

2

2

2

33

22
−=++−=

−
++−−

=
−

⋅−−−
=

−
−

=
→→→→

bb
b

bbb
b

b
b

fbff
bbbb

２．  

(1) 2)( xxf =  とする。 9)3( =f  である。また，例題1より， 6)3(' =f ．

よって，接線の方程式は， )3(69 −=− xy ．整理すると 96 −= xy  
(2) 3)( xxf =  とする。 1)1( −=−f  である。また，例題 1 と同様にし

て， 3)1(' =−f ．よって，接線の方程式は， ))1((3)1( −−=−− xy ．整

理すると 23 += xy  
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３．２．導関数 
問題１．  

(1) 23' xy =  

(2) 3−= xy  より， 4
4 33'

x
xy −=−= −  

問題２．  

(1) xxxxxxy 630233)'5()'(3)'(' 2223 +−=−⋅+−=−+−=  

(2) 323 −+= xxy  より， 4
43 63)3(213)'(2)'(3'

x
xxxy −=−⋅+⋅=+= −−  

 
・練習問題 
１．  

(1) 45' xy =  

(2) 4−= xy  より， 5
5 44'

x
xy −=−= −  

(3) 223 632)'(2' xxxy =⋅==  

(4) 13 −−= xy  より， 2
2 3)1()3('

x
xy =−⋅−= −  

２．  

(1) 220122)'3()'(2)'(' 2 −=+⋅−=+−= xxxxy  

(2) xxxxxxy 4902233)'7()'(2)'(3' 2223 +−=−⋅+⋅−=−+−=  

(3) 12 2 −= −xy  より， 3
32 40)2(2)'1()'(2'

x
xxy −=−−⋅=−= −−  

(4) 56 1 +−= − xxy  より， 

1601)(6)'5()'()'(6' 2
21 −−=+−−⋅=+−= −−

x
xxxy  

３． 

(1) 4)( xxf = と置く。 34)(' xxf =  より 4)1(' −=−f ．接線の方程式

は， ))1()(1(')1( −−−=−− xffy ．よって， )1(41 +−=− xy ．整理す
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ると 34 −−= xy  

(2) 3

2)(
x

xf = と置く。 4

6)('
x

xf −=  より 6)1(' −=−f ．接線の方程

式は， ))1()(1(')1( −−−=−− xffy ．よって， )1(6)2( +−=−− xy ． 
整理すると 86 −−= xy  

(3) 152)( 2 −−= xxxf  と置く。 54)(' −= xxf  より 3)2(' =f ．接

線の方程式は， )2)(2(')2( −=− xffy ．よって， )2(3)3( −=−− xy ． 
整理すると 93 −= xy   

(4) x
x

xf +=
1)(  と置く。 11)(' 2 +−=

x
xf  より 0)1(' =f ．接線の方

程式は， )1)(1(')1( −=− xffy ．よって， )1(02 −=− xy ． 整理する

と 2=y  
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 ３．３．微分公式(1) 
問題１．  
(1) 

11202)25()32(5)'32)(25()32()'25(' +=⋅−++=+−++−= xxxxxxxy
(2) 

2941)2()3(3)'3)(2()3()'2(' 233233 ++=⋅+++=+++++= xxxxxxxxxy

問題２．  
(1) 

222 )13(
16

)13(
3)5()13(1

)13(
)'13)(5()13()'5('

−
−=

−
⋅+−⋅−⋅

=
−

−+−−+
=

xx
xx

x
xxxxy

(2) 2222

2

)23(
32

)23(
)'23('

−+
+

−=
−+
−+

−=
xx

x
xx
xxy   

問題３．  
(1) 一般に，3 個の関数の積 )()()( xhxgxf  を微分すると， 

)(')()()()(')()()()('
))(')()()(')(()()()('

))'()()(())()()(('))'()()((

xhxgxfxhxgxfxhxgxf
xhxgxhxgxfxhxgxf

xhxgxfxhxgxfxhxgxf

++=
++=
+=

 

となることに注意する。 

xxxx =⋅⋅ 333  の両辺を微分すると， 

1)'()'()'( 333333333 =⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅ xxxxxxxxx ． 

したがって， 1)'(3 3 23 =⋅ xx ．よって 
3 23
1'
x

y =  

（別解： 3
1

xy = より
3 2

3
2

3
1

3
1'

x
xy ==
−

） 

(2) 
xxx
111

=⋅  の両辺を微分すると， 

2

1)'1(11)'1(
xxxxx

−=⋅⋅⋅+⋅⋅ ． 

したがって， 2

11)'1(2
xxx

−=⋅⋅ ．よって 
xx

y
2

1' −=  



 5 

（別解： 2
1

−
= xy より

xx
xy

2
1

2
1' 2

3

−=−=
−

） 

 
・練習問題 
１．  
(1) 

263)1()53(1)'53)(1()53()'1(' −=⋅++−⋅=−++−+= xxxxxxxy    

(2) 
1214182)523()12)(26(

)'12)(523()12()'523('
22

22

++=⋅+++++=

+++++++=

xxxxxx
xxxxxxy

 

(3) )12(2)2()1(2)'1()1()'(' 2222222 +=++=+++= xxxxxxxxxxy     

(4) 

222 )85(
31

)85(
5)32()85(2

)85(
)'85)(32()85()'32('

+
=

+
⋅−−+

=
+

+−−+−
=

xx
xx

x
xxxxy

(5) 2222

'2

)13(
32

)13(
)13('

−+
+

−=
−+
−+

−=
xx

x
xx
xxy  

(6) 23 23 23 2 xxxx =⋅⋅  の両辺を微分すると， 

xxxxxxxxxx 2)'()'()'( 3 23 23 23 23 23 23 23 23 2 =⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅ ． 

したがって， xxxx 2)'(3 33 2 =⋅ ．よって 
33
2'

x
y =  

（別解： 3
2

xy = より
3

3
1

3
2

3
2'

x
xy ==
−

） 

(7) 
xxxx
1111

333
=⋅⋅  の両辺を微分すると， 

2333333333

1)'1(111)'1(111)'1(
xxxxxxxxxx

−=⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅ ． 

したがって， 23 23

11)'1(3
xxx

−=⋅ ．よって 
33

1'
xx

y −=  

（別解： 3
1

−
= xy より

3
3
4

3
1

3
1'

xx
xy −=−=
−

） 
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(8) 
( )

( ) ( )

( ) ( )22

22

232
23

232
6)23(

23

3)23(
2

1

23
'23)23()'('

+
+−

=
+
−+

=

+

⋅−+
=

+
+−+

=

xx
x

xx
xx

x

xx
x

x
xxxxy
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３．４．微分公式(2) 
問題 1．  

(1) 23 −= xu  とおくと，
4uy = ． よって 3=

dx
du

，
34u

du
dy

=  ．した

がって，
33 )23(1234 −=⋅=⋅= xu

dx
du

du
dy

dx
dy

．  

(2) 12 += xu  とおくと， 3

1
u

y = ． よって x
dx
du 2= ， 4

3
udu

dy
−=  ．

したがって， 424 )1(
623
+

−=⋅





−=⋅=

x
xx

udx
du

du
dy

dx
dy

． 

問題２．  

2
1
+

=
x

y  より 1)2( =+ yx ． yxy 21−=  より 2121
−=

−
=

yy
yx ．

したがって， 21)(1 −=−

y
yf ． f と

1−f をそれぞれ微分すると， 

2)2(
1)('
+

−=
x

xf ， 2
1 1)()'(

y
yf −=−

． 

  
・練習問題 
１．  

(1) 53 += xu  とおくと， 10uy = ． よって 3=
dx
du

，
910u

du
dy

=  ．し

たがって，
99 )53(30310 +=⋅=⋅= xu

dx
du

du
dy

dx
dy

．  

(2) 342 2 +−= xxu  とおくと，
8uy = ． よって )1(444 −=−= xx

dx
du

，

78u
du
dy

=  ．したがって， 

727 )342)(1(32)1(48 +−−=−⋅=⋅= xxxxu
dx
du

du
dy

dx
dy  

(3) 12 += xu  とおくと， uy = ． よって 2=
dx
du

，
udu

dy
2

1
=  ．し

たがって，
12

12
2

1
+

=⋅=⋅=
xudx

du
du
dy

dx
dy  

(4) 12 ++= xxu  とおくと， uy = ．  よって 12 += x
dx
du

，
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udu
dy

2
1

=  ．したがって， 

12
12)12(

2
1

2 ++

+
=+⋅=⋅=

xx
xx

udx
du

du
dy

dx
dy  

２． 

1
2
−

=
x

xy  より xyx 2)1( =− ． yyx =− )2(  より 

1
2

2
2

+
−

=
−

=
yy

yx ．したがって， 1
2

2)(1 +
−

=−

y
yf ． f と 1−f をそ

れぞれ微分すると， 2)1(
2)('
−

−=
x

xf ， 2
1

)2(
2)()'(
−

−=−

y
yf ． 

また， 2)2)(1( =−− yx  であることより， 

1
)2(

2
)1(

2)()'()(' 22
1 =








−

−⋅
−

−=⋅ −

yx
yfxf  
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３．５．いろいろな関数の微分（その１） 
問題 1．  

(1) xu 2=  とおくと， uy cos= ． よって， 2=
dx
du

， u
du
dy sin−= ．

したがって， xu
dx
du

du
dy

dx
dy 2sin22)sin( −=⋅−=⋅= ．  

(2) xxxxxxxxy cossin2)'(sinsin)'(' 222 +=+= ． 

問題２．  

(1) xu −=  とおくと，
uey = ． よって， 1−=

dx
du

，
ue

du
dy

= ．したが

って，
xu ee

dx
du

du
dy

dx
dy −−=−⋅=⋅= )1(  

(2) )cos(sincossin)'(sinsin)'(' xxexexexexey xxxxx +=+=+=  

問題３．  

(1) 43 += xu  とおくと， uy log= ． よって， 3=
dx
du

，
udu

dy 1
= ．し

たがって，
43

331
+

=⋅=⋅=
xudx

du
du
dy

dx
dy  

(2) 1log1log1)'(loglog)'(' +=⋅+⋅=+= x
x

xxxxxxy  

 
・練習問題 
１．  
(1) 例題 1と同様にして， xx 2cos2)'2(sin = ,  xx 3sin3)'3(cos −= ． よ
って xxxxy 3sin32cos2)'3(cos)'2(sin' −=+=  

(2) 
3

2 π
−= xu  とおくと， uy cos= ． よって， 2=

dx
du

， u
du
dy sin−= ．

したがって， )
3

2sin(22)sin( π
−−=⋅−=⋅= xu

dx
du

du
dy

dx
dy

． 

(3) 

xxxxxxxxxxy 22 sincos)sin(sincoscos)'(cossincos)'(sin' −=−+=+=

(4) xu sin=  とおくと，
2uy = ． よって， x

dx
du cos= ， u

du
dy 2= ．
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したがって， xxxu
dx
du

du
dy

dx
dy cossin2cos2 =⋅=⋅= ． 

(5) 1)'1()'()'(' −=−−= xx exey    

(6) 32 += xu  とおくと，
uey = ． よって， 2=

dx
du

，
ue

du
dy

= ．した

がって，
3222 +=⋅=⋅= xu ee

dx
du

du
dy

dx
dy

． 

(7) xxxxx exxexxeexexy )2(2)'()'(' 222 +=+=+=  

(8) 例題 2 より， xx ee 22 2)'( = ．よって， 

)cossin2(cossin2)'(sinsin)'(' 22222 xxexexexexey xxxxx +=+=+=

(9) 12 += xu  とおくと， uy log= ．よって， x
dx
du 2= ，

udu
dy 1

= ．し

たがって，
1

221
2 +

=⋅=⋅=
x

xx
udx

du
du
dy

dx
dy  

(10) )1log2(1log2)'(loglog)'(' 222 +=+=+= xx
x

xxxxxxxy  

２． 
(1) xxf sin)( =  と置く。 xxf cos)(' =  より 10cos)0(' ==f ． 
接線の方程式は， )0)(0(')0( −=− xffy  より )0(10 −=− xy  整理

すると xy =   

(2) xexf =)(  と置く。
xexf =)('  より eef == 1)1(' ． 

接線の方程式は， )1)(1(')1( −=− xffy  より )1( −=− xeey  整理す

ると exy =  
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３．６．いろいろな関数の微分（その２） 
問題 1．  

(1) 両辺の対数をとると， 2loglog 2xy = ．両辺を x で微分すると，

x
y
y )2(log2'
= ．よって，

12

2)2(log)2(log2' +== xxxyy ．  

(2) 両辺の絶対値の対数をとると， ||log y
2

3

)2)(1(
)3(log
++

+
=

xx
x  

|2|log2|1|log|3|log3 +−+−+= xxx ． 両 辺 を x で 微分す る と ，

2
2

1
1

3
3'

+
−

+
−

+
=

xxxy
y

．よって， 









+
−

+
−

+++
+

=
2

2
1

1
3

3
)2)(1(

)3(' 2

3

xxxxx
xy ． 

問題２．  

22
ππ

≦≦ x−  の範囲で
2

1sin,0sin,1sin === xxx  となる x をそ

れぞれ探すと，
2
π

=x , 0=x , 
4
π

=x ．よって， 

2
)1(sin 1 π
=− , 0)0(sin 1 =− , 

4
)

2
1(sin 1 π

=−  

問題３．  

3
xu =  とおくと， uy 1tan −= ． よって，

3
1

=
dx
du

， 21
1
udu

dy
+

= ．し

たがって，
9

3

3
13

1
)1(3

1
222 +

=

















+

=
+

=⋅=
xxudx

du
du
dy

dx
dy  

 
・練習問題 
１． 

(1) 両辺の対数をとると，
xey =log ．両辺を x で微分すると， xe

y
y
=

'
．

よって，
xex x

eyey +==' ．  

(2) 両辺の対数をとると，
22

2

)1(
loglog

−
=

x
xy |1|log2||log2 2 −−= xx ．
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両辺を x で微分すると， 
1

42
1

222'
22 −

−=
−

⋅−=
x

x
xx

x
xy

y
．よって，









−
−

−
=

1
42

)1(
' 222

2

x
x

xx
xy ． 

(3) 両辺の対数をとると， xxy loglog = ．両辺を x で微分すると，

1log1log1)'(loglog)'('
+=⋅+⋅=+= x

x
xxxxxx

y
y

．よって， 

xxxy )1(log' +=     

(4) 
2
xu =  とおくと， uy 1tan −= ． よって，

2
1

=
dx
du

， 21
1
udu

dy
+

= ．

したがって，
4

2

2
12

1
)1(2

1
222 +

=

















+

=
+

=⋅=
xxudx

du
du
dy

dx
dy  
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３．７．関数の増減と極大・極小 
問題 1． 

)2(363)(' 2 −=−= xxxxxf ．したがって，x<0, 2<x のとき 0)(' >xf  

であり，0<x<2 のとき 0)(' <xf である。よって， f(x) は x<-0, 2<x で
増加し，0<x<2 で減少する。 
問題２． 

(1) )4(3123)(' 2 +=+= xxxxxf ．よって， 0,4−=x で 0)(' =xf とな

り，極値をとる x の候補は 4−=x と 0=x ． )(' xf の符号は 4−=x では

正から負に， 0=x では負から正に変化する。よって， 4−=x で極大値 
f(-4)=36， 0=x で極小値 f(0)=4 をとる。 

(2) 23)(' xxf −= ．よって， 1=x で 0)(' =xf となり，極値をとる x の

候補は 0=x ． )(' xf の符号は 0=x の左右で共に負である。よって，

0=x では極値をとらず，極値は存在しない。 
 
・練習問題 
１． 
(1) )2(242)(' −=−= xxxf ．したがって，x<2 のとき 0)(' <xf  で
あり，2<x のとき 0)(' >xf である。よって， f(x) は x<2 で減少し，

2<x で増加する。また， 2=x で極小値 f(2)=-4 をとる。 

(2) )5)(1(315123)(' 2 +−−=+−−= xxxxxf ．したがって，x<-5, 1<x 

のとき 0)(' <xf  であり，-5<x<1 のとき 0)(' >xf である。よって， f(x) 
は x<-5, 1<x で減少し，-5<x<1 で増加する。また， 5−=x で極小値 
f(-5)=-95， 1=x で極大値 f(1)=13 をとる。 

(3) 
1

)('
2 +

=
x

xxf ．したがって，x<0 のとき 0)(' <xf  であり，0<x 

のとき 0)(' >xf である。よって， f(x) は x<0 で減少し，0<x で増加

する。また， 0=x で極小値 f(0)=1 をとる。 

(4) 
2

)('
xx eexf

−−
= ．したがって，x<0 のとき 0)(' <xf  であり，0<x 

のとき 0)(' >xf である。よって， f(x) は x<0 で減少し，0<x で増加

する。また， 0=x で極小値 f(0)=1 をとる。 
２． 
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(1) 22

)1)(1(11)('
x

xx
x

xf +−
=−= ．よって， 1=x で 0)(' =xf となり，

極値をとる x の候補は 1=x ． )(' xf の符号は 1=x で負から正に変化す

る。よって， 1=x で極小値 f(1)=2 をとる。 

(2) )1()(' +=+= xexeexf xxx
．よって， 1−=x で 0)(' =xf となり，

極値をとる x の候補は 1−=x ． )(' xf の符号は 1−=x で負から正に変化

する。よって， 1−=x で極小値 f(-1)= 
e
1

− をとる。 
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３．８．微分の応用 
問題 1． 

23)( t
dt
dxtv == ．よって， 12)2( =v  [m/s]． 

問題２． 
(1) 58)(' += xxf , 8)('' =xf  (2) xxf sin)(' −= , xxf cos)('' −=  

(3) xexf =)(' , xexf =)(''  (2) 
x

xf 1)(' = , 2

1)(''
x

xf −=  

問題３． 

23)( t
dt
dxtv == , t

dt
xdta 6)( 2

2

== ．よって， 12)2( =a  [m/ s2]． 

問題４． 

08.9)( vt
dt
dxtv +−==  [m/s]  8.9)( 2

2

−==
dt

xdta  [m/s2]   

問題５． 

運動方程式 maF =  より，
m
Fta =)(  である。よって， 

m
Fta

dt
tdv

== )()(  かつ 0)0( =v  を満たすように )(tv  を決めれば

よい。したがって， t
m
Ftv =)(  [m/s]． さらに， t

m
Ftv

dt
tdx

== )()(  か

つ 0)0( =x  を満たすように )(tx  を決めると
2

2
)( t

m
Ftx =  [m]． 

 
・練習問題 
１． 

tTdt
dxtv

−
−==

2
1)(    

32

2

)(4
1)(

tTdt
xdta

−
−==   

２． 

運動方程式 maF = より， 50
1.0

5)( ===
m
Fta  [m/s2]． 

50)()(
== ta

dt
tdv  かつ 20)0( =v  を満たすように )(tv  を決めると

2050)( += ttv  [m/s]． 
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３．９．２次元空間での運動 
問題 1． 

(1) ))0(),0(())('),('()( yx vgtvtytxtv +−== ． 

),0())(''),(''()( gtytxta −== ． 

(2) 06.199.4)0()0(
2

)( 22 =+−=++−= ttytvtgty y  を 0>t のもと

で解くと， 4=t  [s]．このとき， 40410)0(4)0()4( =⋅=+⋅= xvx x  [m], 

10)0()4(' == xvx  [m/s], 8.9)4('' −=−= gy  [m/s2]． 

(3) 06.198.9)0()(' =+−=+−= tvgtty y  を 0>t のもとで解くと，

2=t  [s]．このとき， 20410)0(2)0()2( =⋅=+⋅= xvx x  [m], 

問題２． 
(1) 

))cos(),sin(())cos(),sin((
))('),('()(

0000 θωθωωθωωθωω ++−=++−=
=

ttRtRtR
tytxtv

． 

))sin(),(cos())sin(),cos((
))(''),(''()(

00
2

0
2

0
2 θωθωωθωωθωω ++−=+−+−=

=

ttRtRtR
tytxta

． 
(2), )(tv と )(tp の内積 )()( tptv •  が 0 であることを示せばよい。 

0)sin()cos()cos())sin((
)()(

0000 =+×+++×+−=
•

θωθωωθωθωω tRtRtRtR
tptv

よって， )(tv と )(tp は直交する。 
また， )())sin(),(cos()( 00

2 tpRttRta ωθωθωω −=++−=  より， )(ta は )(tp
と平行で向きが逆向きである。したがって， )(ta は円の中心方向を向き，

)(tv  と直交する。 

(3) ||))(cos))sin(((|||)(| 0
22

0 ωθωθωω RttRtv =+++−= ,  

2
0

2
0

22 ))(sin)((cos|||)(| ωθωθωω RttRta =+++−=  
問題３． 
(1) 公転周期 T  [s] と 角速度 ω  [ラジアン/s] は， πω 2=T  を満た
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す。よって，
610664.2

6060243.27
1416.322 −×=

×××
×

==
T
πω   [ラジアン/s] 

(2) 運動方程式 maF = と，問題 2(3)の解答 2ωRa =  より，
2ωmRF =  

(3) 2
2

' ωmR
R
mmG =  より  

24
11

263823

10004.6
10674.6

)10664.2()10844.3(' ×=
×

×××
== −

−

G
Rm ω  [kg] 

問題４． 
月の加速度と月に働く万有引力はどちらも月の質量m に比例している

とみなしているため，(3)で用いた運動方程式の両辺からm が消去される。 
 
・練習問題 
１． 

)108.9,10())0(),0(()( +−=+−= tvgtvtv yx ． 

)20109.4,10())0()0(
2

),0()0(()( 22 ++−=++−+= tttytvtgxtvtp yx ． 

よって， 020109.4)( 1
2

11 =++−= ttty  を 01 >t のもとで解くと，

3.31 =t  [s]．このとき， 333.310)3.3( =⋅=x  [m], 
２． 

',,, mTR ω  をそれぞれ，太陽と地球の距離，地球の公転周期，地球の角

速度，太陽の質量とする。問題 3 と同様に考える。 

710992.1
606024365

1416.322 −×=
×××

×
==

T
πω   [ラジアン/s] 

30
11

2731123

10991.1
10674.6

)10992.1()10496.1(' ×=
×

×××
== −

−

G
Rm ω  [kg] 


