
第４章１節フーリエ級数

167

(1) a0 =
1
π

∫ π

−π
f (x) dx =

1
π

∫ π

0
1 dx = 1 =⇒ a0

2
=

1
2

n ̸= 0のとき

an =
1
π

∫ π

0
cos nx dx =

1
π

[ sin nx
n

]π

0
= 0

bn =
1
π

∫ π

0
sin nx dx =

1
π

[
−cos nx

n

]π

0
=

1
nπ

(1 − cos nπ) =
1 − (−1)n

nπ

ここで， 1 − (−1)n =


0 (nが偶数)

2 (nが奇数)

に注意すると

∴ f (x) ∼ 1
2
+

∞

∑
n=1

1 − (−1)n

nπ
sin nx =

1
2
+

2
π

∞

∑
n=1

sin(2n − 1)x
2n − 1

(2) a0 =
1
π

∫ π

−π
f (x) dx =

1
π

∫ 0

−π
(−x) dx =

1
π

[
− x2

2

]0

−π
=

1
π
· π2

2
=

π

2

=⇒ a0

2
=

π

4

n ̸= 0のとき

an =
1
π

∫ 0

−π
(−x) cos nx dx =

1
π

∫ 0

−π
(−x)

(
sin nx

n

)′
dx =

1
π

([
−x

sin nx
n

]0

−π
+

∫ 0

−π

sin nx
n

dx
)

=
1

nπ

∫ 0

−π
sin nx dx =

1
nπ

[
−cos nx

n

]0

−π
=

1
nπ

· cos nπ − 1
n

=
(−1)n − 1

n2π

bn =
1
π

∫ 0

−π
(−x) sin nx dx =

1
π

∫ 0

−π
x
(cos nx

n

)′
dx

=
1
π

[
x

cos nx
n

]0

−π
− 1

π

∫ 0

−π

cos nx
n

dx =
cos nπ

n
− 1

nπ

∫ 0

−π
cos nx dx

=
(−1)n

n
− 1

nπ

[ sin nx
n

]0

−π
=

(−1)n

n

∴ f (x) ∼ π

4
+

∞

∑
n=1

(
(−1)n − 1

n2π
cos nx +

(−1)n

n
sin nx

)
=

π

4
− 2

π

∞

∑
n=1

cos(2n − 1)x
(2n − 1)2 +

∞

∑
n=1

(−1)n

n
sin nx



(3) a0 =
1
π

∫ π

−π
f (x) dx =

1
π

∫ π

0
sin x dx =

1
π

[
− cos x

]π

0
=

2
π

=⇒ a0

2
=

1
π

n ̸= 0のとき

an =
1
π

∫ π

0
sin x cos nx dx =

1
2π

∫ π

0
(sin(n + 1)x − sin(n − 1)x) dx

=
1

2π

[
−cos(n + 1)x

n + 1
+

cos(n − 1)x
n − 1

]π

0
=

1
2π

(
−cos(n + 1)π

n + 1
+

cos(n − 1)π
n − 1

+
1

n + 1
− 1

n − 1

)
=

1
2π

(
1 − (−1)n−1

n + 1
+

(−1)n−1 − 1
n − 1

)
=

1
π

(−1)n−1 − 1
n2 − 1

= − 1
π

(−1)n + 1
n2 − 1

b1 =
1
π

∫ π

0
sin2 x dx =

1
π

· π

2
=

1
2

n > 1のとき

bn =
1
π

∫ π

0
sin x sin nx dx =

1
2π

∫ π

0
(cos(n − 1)x − cos(n + 1)x) dx

=
1

2π

[ sin(n − 1)x
n − 1

− sin(n + 1)x
n + 1

]π

0
= 0

∴ f (x) ∼ 1
π
+

1
2

sin x − 1
π

∞

∑
n=1

(−1)n + 1
n2 − 1

cos nx

ここで， (−1)n + 1 =


2 (nが偶数)

0 (nが奇数)

に注意すると

∴ f (x) ∼ 1
π

+
1
2

sin x − 2
π

∞

∑
n=1

cos 2nx
(2n)2 − 1

(4) a0 =
∫ 1

−1
f (x) dx =

∫ 1

−1
|x| dx = 2

∫ 1

0
x dx =

[
x2
]1

0
= 1 =⇒ a0

2
=

1
2

n ̸= 0のとき

an =
∫ 1

−1
|x| cos nπx dx = 2

∫ 1

0
x cos nπx dx = 2

∫ 1

0
x
(

sin nπx
nπ

)′
dx

= 2
([

x
sin nπx

nπ

]1

0
−

∫ 1

0

sin nπx
nπ

dx
)
= −2

∫ 1

0

sin nπx
nπ

dx =
2

n2π2

[
cos nπx

]1

0

=
2

n2π2 (cos nπ − 1) =
2((−1)n − 1)

n2π2

|x|が偶関数であることから bn = 0

∴ f (x) ∼ 1
2
+

∞

∑
n=1

2((−1)n − 1)
n2π2 cos nx =

1
2
− 4

π2

∞

∑
n=1

cos(2n − 1)x
(2n − 1)2



(5) a0 =
∫ 1

−1
f (x) dx =

∫ 1

−1
ex dx =

[
ex
]1

−1
= e − e−1 =⇒ a0

2
=

e − e−1

2

an =
∫ 1

−1
ex cos nπx dx =

[ 1
1 + n2π2 ex(cos nπx + nπ sin nπx)

]1

−1

=
1

1 + n2π2 (e(−1)n − e−1(−1)n) =
(−1)n

1 + n2π2 (e − e−1)

bn =
∫ 1

−1
ex sin nπx dx =

[ 1
1 + n2π2 ex(sin nπx − nπ cos nπx)

]1

−1

=
1

1 + n2π2 (−enπ(−1)n + e−1nπ(−1)n) =
−(−1)nnπ

1 + n2π2 (e − e−1)

∴ f (x) ∼ e − e−1

2
+ (e − e−1)

∞

∑
n=1

(−1)n

1 + n2π2

(
cos nπx − nπ sin nπx

)
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(1) bn = 2
∫ 1

0
x sin nπx dx = 2

[
−x

cos nπx
nπ

+
1

n2π2 sin nπx
]1

0
= −2

(−1)n

nπ
= 2

(−1)n+1

nπ

∴ f (x) ∼
∞

∑
n=1

2
(−1)n+1

nπ
sin nπx

(2) bn =
2
π

∫ π

0
cos x sin nx dx =

1
π

[
−cos(n + 1)x

n + 1
− cos(n − 1)x

n − 1

]π

0

= − 1
π

(
cos(n + 1)π

n + 1
+

cos(n − 1)π
n − 1

− 1
n + 1

− 1
n − 1

)
= − 1

π

(
(−1)n+1

n + 1
+

(−1)n+1

n − 1
− 1

n + 1
− 1

n − 1

)
=

1
π

· 2n(1 + (−1)n)

n2 − 1

∴ f (x) ∼ 2
π

∞

∑
n=1

n(1 + (−1)n)

n2 − 1
sin nx =

4
π

∞

∑
n=1

2n
(2n)2 − 1

sin 2nx

169

(1) a0 = 2
∫ 1

0
(1 − x) dx =

[
−(1 − x)2

]1

0
= 1 =⇒ a0

2
=

1
2

an = 2
∫ 1

0
(1 − x) cos nπx dx = 2

[
(1 − x)

sin nπx
nπ

− cos nπx
n2π2

]1

0
= 2

1 − (−1)n

n2π2

∴ f (x) ∼ 1
2
+

2
π2

∞

∑
n=1

1 − (−1)n

n2 cos nπx =
1
2
+

4
π2

∞

∑
n=1

cos(2n − 1)πx
(2n − 1)2



(2) a0 =
2
π

∫ π

0
sin x dx =

2
π

[
− cos x

]π

0
=

4
π

=⇒ a0

2
=

2
π

an =
2
π

∫ π

0
sin x cos nx dx =

1
π

∫ π

0
(sin(n + 1)x − sin(n − 1)x) dx

=
1
π

[
−cos(n + 1)x

n + 1
+

cos(n − 1)x
n − 1

]π

0
=

1
π

(
− (−1)n+1

n + 1
+

(−1)n+1

n − 1
+

1
n + 1

− 1
n − 1

)
= − 2

π
· (−1)n + 1

n2 − 1

∴ f (x) ∼ 2
π

− 2
π

∞

∑
n=1

(−1)n + 1
n2 − 1

cos nx =
2
π

− 4
π

∞

∑
n=1

cos 2nx
(2n)2 − 1
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(1) cn =
1

2π

∫ π

−π
x2e−inx dx =

1
2π

∫ π

−π
x2

(
e−inx

−in

)′
dx

=
1

2π

[
x2 e−inx

−in

]π

−π
+

1
πin

∫ π

−π
xe−inx dx =

1
πin

∫ π

−π
xe−inx dx =

1
πin

∫ π

−π
x
(

e−inx

−in

)′
dx

=
1

πin

([
x

e−inx

−in

]π

−π
+

1
in

∫ π

−π
e−inx dx

)
=

1
πin

[
x

e−inx

−in

]π

−π
=

1
inπ

· 2π · (−1)n

−in

=
2
n2 (−1)n （ einπ = e−inπ = (−1)n に注意）

∴ f (x) ∼
∞

∑
n=−∞

2
n2 (−1)neinx

(2) cn =
1

2π

∫ π

−π
exe−inx dx =

1
2π

∫ π

−π
e(1−in)x dx =

1
2π

[ 1
1 − in

e(1−in)x
]π

−π

=
1

2π
· 1 + in

1 + n2 (e
(1−in)π − e−(1−in)π) =

1
2π

· 1 + in
1 + n2 (e

πe−inπ − e−πeinπ)

=
1

2π
· 1 + in

1 + n2 (−1)n(eπ − e−π)

∴ f (x) ∼
∞

∑
n=−∞

1
2π

· 1 + in
1 + n2 (−1)n(eπ − e−π)einx

171 【例題 9】から x2 =
1
3
+

∞

∑
n=1

4
n2π2 (−1)n cos nπxであるから

この式において x = 0とすれば

0 =
1
3
+

∞

∑
n=1

4
n2π2 (−1)n =⇒ −1

3
=

4
π2

∞

∑
n=1

(−1)n

n2 =⇒ −π2

12
=

∞

∑
n=1

(−1)n

n2

∴
∞

∑
n=1

(−1)n+1

n2 =
π2

12



172 bn =
2
π

∫ π

0
sin nx dx =

2
π

[
−cos nx

n

]1

0
=

2
π

· 1 − (−1)n

n

∴ f (x) ∼ 2
π

∞

∑
n=1

1 − (−1)n

n
sin nx =

2
π

∞

∑
n=1

2
2n − 1

sin(2n − 1)x =
4
π

∞

∑
n=1

sin(2n − 1)x
2n − 1

f (x) は x =
π

2
で連続であるから，上記のフーリエ級数展開で x =

π

2
とすれば，∼ は = と

できるので

1 =
4
π

∞

∑
n=1

sin
(2n − 1)π

2
2n − 1

となり，sin
(2n − 1)π

2
= (−1)n+1 に注意すれば

∞

∑
n=1

(−1)n+1

2n − 1
=

π

4
を得る．
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(1) 初期境界値問題
ut = uxx (0 < x < 1, t > 0)

u(0, t) = 0 = u(1, t) (t > 0)

u(x, 0) = f (x) (0 5 x 5 1)

の解 u(x, t)のフーリエ級数展開は

u(x, t) ∼
∞

∑
n=1

(
2
∫ 1

0
f (x) sin nπx dx

)
e−(nπ)2t sin nπx

で与えられた．

f (x) = sin πxとして
∫ 1

0
f (x) sin nπx dx =

∫ 1

0
sin πx sin nπx dx = δn1 であるから

u(x, t) ∼ 2e−π2t sin πx

(2) (1)と同様に， f (x) = x(1 − x)として∫ 1

0
f (x) sin nπx dx =

∫ 1

0
x(1 − x) sin nπx dx =

∫ 1

0
x(1 − x)

(
−cos nπx

nπ

)′
dx

=
[
−x(1 − x)

cos nπx
nπ

]1

0
−

∫ 1

0
(1 − 2x)

(
−cos nπx

nπ

)
dx

=
1

nπ

∫ 1

0
(1 − 2x) cos nπx dx =

1
n2π2

∫ 1

0
(1 − 2x)(sin nπx)′ dx

=
1

n2π2

{[
(1 − 2x) sin nπx

]1

0
−

∫ 1

0
(−2) sin nπx dx

}
=

2
n2π2

∫ 1

0
sin nπx dx

=
2

n2π2

[− cos nπx
nπ

]1

0
=

2(1 − (−1)n)

n3π3 であるから

u(x, t) ∼
∞

∑
n=1

4(1 − (−1)n)

n3π3 e−(nπ)2t sin nπx



(3) 初期境界値問題
ut = uxx + u (0 < x < 1, t > 0)

u(0, t) = 0 = u(1, t) (t > 0)

u(x, 0) = f (x) (0 5 x 5 1)

において u(x, t) = etv(x, t)とし，uに対する初期境界値問題を

vに対する初期境界値問題に変換すれば
vt = vxx (0 < x < 1, t > 0)

v(0, t) = 0 = v(1, t) (t > 0)

v(x, 0) = f (x) (0 5 x 5 1)

となるので，vのフーリエ級数展開は

v(x, t) ∼
∞

∑
n=1

(
2
∫ 1

0
f (x) sin nπx dx

)
e−(nπ)2t sin nπx

であるので，この両辺に et をかければ

u(x, t) = etv(x, t) ∼
∞

∑
n=1

(
2
∫ 1

0
f (x) sin nπx dx

)
et−(nπ)2t sin nπx

ここで， f (x) = sin πxとすれば (1)と同様にして
∫ 1

0
f (x) sin nπx dx = δn1 であるから

u(x, t) ∼ 2e(1−π2)t sin πx

(4) 初期境界値問題
ut = uxx (0 < x < 1, t > 0) · · · 1⃝

ux(0, t) = 0 = ux(1, t) (t > 0) · · · 2⃝

u(x, 0) = f (x) (0 5 x 5 1) · · · 3⃝

の解のフーリエ級数展開を構成する．

1⃝の解を変数分離 u(x, t) = X(x)T(t)の形で探そう．このとき，X(x)と T(t)は恒等的

に 0でないものを求めたい．これを 1⃝へ代入すると

X(x)T′(t) = X′′(x)T(t) =⇒ T′(t)
T(t)

=
X′′(x)
X(x)

· · · 4⃝

となり， 4⃝の左辺は tだけの関数，右辺は xだけの関数であるので，xと tを独立に変化

させてもこの等式が成立するためには，両辺が xと tに依存しない定数でなくてはならな

い．これを −λとおこう．すなわち

X′′(x) = −λX(x) · · · 5⃝， T′(t) = −λT(t) · · · 6⃝



境界条件 2⃝より

X′(0) = 0 = X′(1) · · · 7⃝

である． 5⃝， 7⃝を解くと，λ = (nπ)2（n = 0，1，2，· · ·）であるので

5⃝， 7⃝を満たす解は An を定数として Xn(x) = An cos nπx（n = 0，1，2，· · ·）とな

る．このとき n応じた 6⃝の解は Bn を定数として Tn = Bne−(nπ)2t であるから，境界条件

が u(0, t) = 0 = u(1, t)の時と同様に Cn を定数として，

u(x, t) =
∞

∑
n=0

Cne−(nπ)2t cos nπx · · · 8⃝

も項別微分できるとすると 1⃝の解である．初期条件 2⃝から

f (x) = u(x, 0) =
∞

∑
n=0

Cn cos nπx · · · 9⃝

を満たすように Cn を決めたい．今，初期値 f (x)は 0 5 x 5 1で定義されていることと，

9⃝がフーリエ余弦展開の形をしているので，f (x)を−1 5 x 5 0へ偶関数 f (−x) = f (x)

となるように拡張しておけば，

Cn =
∫ 1

−1
f (x) cos nπx dx = 2

∫ 1

0
f (x) cos nπx dx

によって Cn を求めることができる．これを 8⃝へ代入して

u(x, t) ∼
∞

∑
n=0

(
2
∫ 1

0
f (x) cos nπx dx

)
e−(nπ)2t cos nπx

= 2
∫ 1

0
f (x) dx +

∞

∑
n=1

(
2
∫ 1

0
f (x) cos nπx dx

)
e−(nπ)2t cos nπx

が求める解のフーリエ級数展開を与える．

以上から f (x) = cos πxとすると
∫ 1

0
cos πx dx = 0，

∫ 1

0
cos πx cos nπx dx = δ1n

であるので，

u(x, t) ∼ 2e−π2t cos πx



第４章２節フーリエ変換
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(1) F [ f (x)] =
∫ ∞

−∞
f (x)e−ikx dx =

∫ 1

−1
e−ikx dx =

[ e−ikx

−ik

]1

−1
=

e−ik − eik

−ik
=

2 sin k
k

(2) F [ f (x)] =
∫ ∞

−∞
f (x)e−ikx dx =

∫ 1

−1
|x|e−ikx dx =

∫ 1

−1
|x|(cos kx − i sin kx) dx

=
∫ 1

−1
|x| cos kx dx = 2

∫ 1

0
x cos kx dx = 2

([
x

sin kx
k

]1

0
−

∫ 1

0

sin kx
k

dk
)

= 2
(

sin k
k

+
1
k2

[
cos kx

]1

0

)
= 2

(
sin k

k
+

1
k2 (cos k − 1)

)
= 2

k sin k + cos k − 1
k2

(3) F [ f (x)] =
∫ ∞

−∞
f (x)e−ikx dx =

∫ 1

−1
(1 − x2)e−ikx dx

=
∫ 1

−1
(1 − x2)(cos kx − i sin kx) dx =

∫ 1

−1
(1 − x2) cos kx dx

= 2
∫ 1

0
(1 − x2) cos kx dx = 2

([
(1 − x2)

sin kx
k

]1

0
+ 2

∫ 1

0
x

sin kx
k

dx
)

=
4
k

∫ 1

0
x

sin kx
k

dx = −4
k

([
x

cos kx
k

]1

0
−

∫ 1

0

cos kx
k

dx
)

= −4
k

(
cos k

k
− 1

k2

[
sin kx

]1

0

)
= −4

k

(
cos k

k
− sin k

k2

)
=

4(sin k − k cos k)
k3

(4) F [ f (x)] =
∫ ∞

−∞
f (x)e−ikx dx =

∫ ∞

0
e−axe−ikx dx =

∫ ∞

0
e−(a+ik)x dx =

[
− 1

a + ik
e−(a+ik)x

]∞

0

=
1

a + ik

(5) F [ f (x)] =
∫ ∞

−∞
f (x)e−ikx dx =

∫ π

−π
sin x(cos kx − i sin kx) dx

=
∫ π

−π
sin x(cos kx − i sin kx) dx = −2i

∫ π

0
sin x sin kx dk

= i
∫ π

0
{cos(k + 1)x − cos(k − 1)x} dk = i

[
sin(k + 1)x

k + 1
− sin(k − 1)x

k − 1

]π

0

= i
(

sin(k + 1)π
k + 1

− sin(k − 1)π
k − 1

)
= i

(
− sin kπ

k + 1
+

sin kπ

k − 1

)
= i sin kπ · 2

(k + 1)(k − 1)
=

2i sin kπ

k2 − 1

(6) F [ f (x)] =
∫ ∞

−∞
f (x)e−ikx dx =

∫ ∞

0
xe−axe−ikx dx =

∫ ∞

0
xe−(a+ik)x dx

=
[
− 1

a + ik
xe−(a+ik)

]∞

0
+

∫ ∞

0

1
a + ik

e−(a+ik)x dx =
∫ ∞

0

1
a + ik

e−(a+ik)x dx

= − 1
(a + ik)2

[
e−(a+ik)

]∞

0
=

1
(a + ik)2
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(1) F [ f (x)] =
∫ ∞

−∞
f (x)e−ikx dx =

∫ a

−a
b(cos kx − i sin kx) dx = 2b

∫ a

0
cos kx dx

= 2b
[ sin kx

k

]a

0
= 2b

sin ka
k

(2) フーリエ逆変換を用いて

1
2π

∫ ∞

−∞
2b

sin ka
k

eikx dk = f (x) =


b (|x| < a)

0 (|x| = a)

ここで，b = 1として，オイラーの公式を用いれば

1
2π

∫ ∞

−∞
2

sin ka
k

(cos kx + i sin kx) dk =


1 (|x| < a)

0 (|x| = a)

積分区間の対称性を考慮して

1
2π

∫ ∞

−∞
2

sin ka
k

cos kx dk =


1 (|x| < a)

0 (|x| = a)

となるから，結局∫ ∞

−∞

sin ka
k

cos kx dk =


π (|x| < a)

0 (|x| = a)

が得られ，もう一度，積分区間の対称性から∫ ∞

0

sin ka
k

cos kx dk =


π

2
(|x| < a)

0 (|x| = a)

ここで，x = 0とすれば∫ ∞

0

sin ka
k

dk =


π

2
(0 < a)

0 (a = 0)

を得る．a < 0の時は，上の式で a を −a (> 0) と思い，sin(−ka) = − sin ka であるこ

とを持ちれば

∫ ∞

0

sin ak
k

dk =



π

2
(a > 0)

0 (a = 0)

−π

2
(a < 0)

を得る．
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(1) F [ f (x)] =
∫ ∞

−∞
f (x)e−ikx dx =

∫ ∞

−∞
e−|x|(cos kx − i sin kx) dx = 2

∫ ∞

0
e−x cos kx dx

= 2
[ 1

1 + k2

(
−e−x cos kx + ke−x sin kx

)]∞

0
=

2
1 + k2

(2) フーリエ逆変換を用いれば

1
2π

∫ ∞

−∞

2
1 + k2 eikx dk = e−|x|

であるから∫ ∞

−∞

1
1 + k2 eikx dk = πe−|x|

を得る．ここで，x = 0とすれば，次を得る．∫ ∞

−∞

1
1 + k2 dk = π

177 【例題 10】図 (a)の閉積分路 Cをとる．すると

∮
C

e−ikz

z − ia
dz =

∫ R

−R

e−ikx

x − ia
dx +

∫
上半円

e−ikz

z − ia
dz · · · 1⃝

左辺は留数定理により計算できる．関数
e−ikz

z − ia
は z = ia に 1位の極を持つ．積分路 C 内の

極は z = iaだから

∮
C

e−ikz

z − ia
dz = i2π × Res

[
e−ikz

z − ia
; ia

]
= i2πe−ik·ia = i2πeka

一方， 1⃝の右辺の第 1項は R → ∞の極限で，求める積分に等しい．

また， 1⃝の右辺の第 2項は R → ∞の極限で 0に収束する．

∴

∫ +∞

−∞

e−ikx

x − ia
dx = i2πeka

を得る．



４章の問題

１

a0 =
1
π

∫ π

−π
|x| dx =

2
π

∫ π

0
x dx = π =⇒ a0

2
=

π

2

an =
1
π

∫ π

−π
|x| cos nx dx =

2
π

∫ π

0
x cos nx dx =

2
π

∫ π

0
x
(

sin nx
n

)′
dx

=
2
π

([
x

sin nx
n

]π

0
−

∫ π

0

sin nx
n

dx
)
=

2
π

[cos nx
n2

]π

0

=
2
π

(
cos nπ − 1

n2

)
=

2
n2π

((−1)n − 1)

bn =
1
π

∫ π

−π
|x| sin nx dx = 0．

∴ |x| ∼ π

2
+

∞

∑
n=1

2
n2π

((−1)n − 1) cos nx =
π

2
− 4

π

∞

∑
n=1

cos(2n − 1)x
(2n − 1)2 · · · 1⃝

２

問題１の展開 1⃝において，x = 0で f (x)が連続であるので， 1⃝において x = 0を代入すれば

等号が成立するので

0 =
π

2
− 4

π

∞

∑
n=1

cos 0
(2n − 1)2 =

π

2
− 4

π

∞

∑
n=1

1
(2n − 1)2

となるから，結局

1 +
1
32 +

1
52 + · · · =

∞

∑
n=1

1
(2n − 1)2 =

π2

8

３

| sin x|が偶関数であることから，bn = 0．

a0 =
2
π

∫ π

0
sin x dx =

4
π

=⇒ a0

2
=

2
π

an =
2
π

∫ π

0
sin x cos nx dx =

1
π

∫ π

0
{sin(n + 1)x − sin(n − 1)x} dx

=
1
π

[
−cos(n + 1)x

n + 1
+

cos(n − 1)x
n − 1

]π

0
=

1
π

(
1 − cos(n + 1)π

n + 1
+

cos(n − 1)π − 1
n − 1

)
=

1
π

(
1 − (−1)n+1

n + 1
+

(−1)n+1 − 1
n − 1

)
=

2
π

· (−1)n+1 − 1
n2 − 1

したがって，a2n−1 = 0，a2n =
2
π
· −2
(2n)2 − 1

=
4
π
· 1

1 − 4n2

∴ | sin x| ∼ 2
π

+
4
π

∞

∑
n=1

cos 2nx
1 − 4n2

４

F [ f (x)] =
∫ ∞

−∞
f (x)e−ikx dx =

∫ 0

−1
e−ikx dx −

∫ 1

0
e−ikx dx

=
[
− 1

ik
e−ikx

]0

−1
+

[ 1
ik

e−ikx
]1

0
= − 2

ik
+

1
ik
(eik + e−ik) =

2(cos k − 1)
ik



５ 【例題 10】図 (a)の閉積分路 Cをとる．すると

∮
C

ze−ikz

z2 + a2 dz =
∫ R

−R

xe−ikx

x2 + a2 dx +
∫
上半円

ze−ikz

z2 + a2 dz · · · 1⃝

左辺は留数定理により計算できる．関数
ze−ikz

z2 + a2 は z = ±iaに 1位の極を持つ．積分路 C 内

の極は z = iaだから

∮
C

ze−ikz

z2 + a2 dz = i2π × Res

[
ze−ikz

z2 + a2 ; ia

]
= i2π

aie−ik(ia)

2ai
= iπeka

一方， 1⃝の右辺の第 1項は R → ∞の極限で，求める積分に等しい．

また， 1⃝の右辺の第 2項は R → ∞の極限で 0に収束する．

∴

∫ +∞

−∞

xe−ikx

x2 + a2 dx = iπeka

を得る．

６

U(k, t) =
∫ ∞

−∞
u(x, t)e−ikx dxとおくと，U は次の初期値問題の解である．

Ut = −k2U + tU · · · 1⃝

U(k, 0) = 1 · · · 2⃝

1⃝を 2⃝の初期条件の下で解けば
U(k, t) = e

1
2 t2−k2t

となるから，これを逆フーリエ変換すれば

u(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e

1
2 t2−k2teikx dk = e

1
2 t2 1

2π

∫ ∞

−∞
e−k2teikx dk

ここで，ガウス関数のフーリエ逆変換を用いれば

u(x, t) = e
1
2 t2 1

2
√

πt
e−

x2
4t =

1
2
√

πt
e

1
2 t2− x2

4t


