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d
ddS

t

tCS

r
frfnf 


















2

0

rot  

dttdttttt 2

2

0

2

0

cos4sin20cos20sin2cos2 












)，，()，，(  

22

1
16cos44 2

2

0








 dtt   （詳解 47 ⑷ ○ア  より） 

4  

 

 ⑵ S の境界を C とすると曲線 C は と表せる。)≦≦()，，()( 20cos0sin tttt  rr  

曲線 C 上においてベクトル場 f は 

)，，( 0sincos 32 ttf  となり )，，( tt
dt

d
sin0cos 

r
 なので 

ストークスの定理より 

dt
dt

d
ddS

t

tCS

r
frfnf 


















2

0

rot  

dttdttttt 3

2

0

32

2

0

cossin0cos0sincos 












)，，()，，(  

                    （ tu 3cos  は t について対称） 

02cos2 3

0





 dtt



 （ tu 3cos  は（ 0
2
， ）について対称）  

0  

 



63 S の境界を C とすると曲線 C は xy 平面上の中心が原点 O，半径が 2 の円であり 

と表せる。)，，()( 0sin2cos2 ttt  rr 曲線 C 上においてベクトル場 f は 

)，，( 0cos4sin2 ttf  となり )，，( 0cos2sin2 tt
dt

d


r
 なので 

ストークスの定理より 

dt
dt

d
ddS

t

tCS

r
frfnf 


















2

0

rot  

dt
t

tdtttt

dtttdttttt







 























2

2cos1
42cos4cos4sincos4

cos8sin40cos2sin20cos4sin2

2

0

222

2

0

22

2

0

2

0





})({

)()，，()，，(

 





4222cos6

2

0

2

0
















 tdtt )(  

 

64   )，，()，，( dzdydxxyyxd
CC










022

rf  

dydxyxxy yx

D

})(){( 22 







   （グリーンの定理による） 

3

2

3

1

2

1
1

2

1

2

1
2

1

1

32

1

1

1

0

2

1

1

1

0

1

1

22
























































xxdxx

dxydxdyyy

xx

x

xy

y

x

x

)(

)(

 

 

65   )，，()，，( dzdydxxyxyd
CC










02rf  

dydxxyxy yx

D

)()( 







 2   （グリーンの定理による） 

dydxx
D

)( 







 2 dxyxdxdyx

y

y

x

x

y

y

x

x

1

0

1

0

1

0

1

0

22















 






















 )()(  

2

3

2

1
22

1

0

2

1

0
















 xxdxx )(  
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 ⑴  dSzyx
S

n



)，，( 432  （n は S 上各点での単位法線ベクトル） 

dV
V

fdiv



  （ガウスの発散定理，ただし V は中心が原点で半径が 2 の球体） 

 962
3

4
99432 3 









 dVdV

VV

)(  

 

 ⑵ 与式 dSzyxzyx
S

)，，()，，( 



 432  

S 上各点 )，，( zyx での単位法線ベクトルは 
222 zyx

zyx




)，，(
n であり 

今 4222  zyx  

dVzyxdSzyx
VS

2432div2432 








 )，，()，，( n  （ガウスの発散定理） 

 1922
3

4
18864 3 




 dV

V

)(  （V は中心が原点で半径が 2 の球体） 

 

67  )，，()，，( dzdydxxyyxd
CC










022

11

rf  

dydxyxxy yx

D

)()( 22 







   （グリーンの定理による） 

xy

y

x

x

xy

y

x

x

yxydxdyxy















 
























0

23

1

0

22

0

1

0
3

1
)(  

6

1

3

2
1

0

3 

 

 dxx  

一方， 1C  に沿っての線積分と同様，グリーンの定理より 

dxyxydxdyxyd

y

xy

x

x

y

xy

x

xC

1

23

1

0

22

11

02
3

1














 



























)(rf  

6

1

6

1

3

1

3

1

3

1

3

1
1

0

43332

1

0









































 xxxdxxxx  

 



68 グリーンの定理（p.21  5  ）より 

与式 dydxyxxy yx

D

)()( 22 







  （D は右図の領域） 

105

16

105

215

5

1

21

1

5

1

21

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

1

0

573462

1

0

1

23

1

0

22

11

0 22


























































































xxxxdxxxx

dxyxydxdyxy

y

xy

x

x

y

xy

x

x

-

)(

 

 

69 例題 5 と同様 )，，( yxz 222rot f  

  平面 S は 22  xxzy )，(  で 02  zx  ，  である。 

よって線積分はストークスの定理 p.20  4  より 

dS
C

tf 



dzdxdS

D

zx

S














 )1(rotrot  ，，fnf  （p.16  13 ，D は上図の正方形） 

dzdxyxz
D

)，，()，，( 0122 







  

3
2

1
2

2

1
2222

1

0

2

1

0

2

1

0

1

0

1

0






















































zz

dzxzxdzdxxz

x

x

z

z

x

x

z

z

)(
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 ⑴ )，，( uvuvu sincosr  より 

であり)，，(，)，，( 0cossin1sincos vuvuvv vu  rr  

)，，(

)，，(

uvuvu

vuvuvuvuvu

sincos

sincossincos 22



 rr
 

一方， )，，( xyyyz 234 2f  より 

)，，(

)，，()，，(

uvuvu

zyxzyyx

4sin2cos2

4224242rot



f
 

したがって，線積分 

dS
C

tf 



dS

S

nf 



 rot  （p.20  4  ストークスの定理） 

dvdu
D

vu







 )( rrfrot  （p.16  13 ） 









4
3

1
66

4sin2cos2

sincos4sin2cos2

1

0

3

2

0

2

1

0

2

0

22222

1

0

2

0

1

0

2

0















































































duudvduu

dudvuvuvu

dvduuvuvuuvuvu

u

u

v

v

u

u

v

v

u

u

v

v

u

u

v

v

)(

)(

)，，()，，(

 

 

 ⑵ ⑴と同様にして 

であり)，，(，)，，( 0cossin2sincos vuvuuvv vu  rr  

)，，(

)，，(

uvuvu

vuvuvuvuvu

sin2cos2

sincossin2cos2

22

2222



 rr
 

)，，( 24sin2cos2rot uvuvu f  

⑴と同様 p.20  4  ストークスの定理，p.16  13  より求める線積分は 

dS
C

tf 



dvdu

D

vu







 )( rrfrot   







4
4

1
88

4sin4cos4

1

0

4

2

0

3

1

0

2

0

32323

1

0

2

0











































































duudvduu

dudvuvuvu

u

u

v

v

u

u

v

v

u

u

v

v

)(

)(

 



71 ))，，(( zyxdVdS
VS










rrnr div

3

1

3

1
  （p.20  3  ガウスの発散定理より） 

dVdV
VV










 )( 111

3

1
 

つまり立体 V の体積である。 

 

 


