
新版応用数学 解答

3章 ラプラス変換

P.134～162 練習

練習 1∫ 𝑇

0

𝑒−𝑠𝑡𝑡2 𝑑𝑡 =

[
− 1

𝑠
𝑒−𝑠𝑡𝑡2

]𝑇
0

+2

∫ 𝑇

0

1

𝑠
𝑒−𝑠𝑡𝑡 𝑑𝑡 = − 1

𝑠
𝑒−𝑠𝑇𝑇 2+2

{[
− 1

𝑠2
𝑒−𝑠𝑡𝑡

]𝑇
0

+

∫ 𝑇

0

1

𝑠2
𝑒−𝑠𝑡 𝑑𝑡

}

= − 1

𝑠
𝑒−𝑠𝑇𝑇 2 − 2

𝑠2
𝑒−𝑠𝑇𝑇 + 2

[
− 𝑒−𝑠𝑡

𝑠3

]𝑇
0

= − 1

𝑠
𝑒−𝑠𝑇𝑇 2 − 2

𝑠2
𝑒−𝑠𝑇𝑇 − 2

𝑠3
𝑒−𝑠𝑇 +

2

𝑠3

∴ L [𝑡2](𝑠) = lim
𝑇→∞

∫ 𝑇

0

𝑒−𝑠𝑡𝑡2 𝑑𝑡 =
2

𝑠3

練習 2

(1) L
[
𝑒2𝑡

]
(𝑠) =

1

𝑠− 2
(2) L

[
𝑒3𝑡

]
(𝑠) =

1

𝑠− 3
(3) L

[
𝑒−𝑡

]
(𝑠) =

1

𝑠+ 1
練習 3

(1) L
[
sin 𝑡

]
(𝑠) =

1

𝑠2 + 1
(2) L

[
cos 𝑡

]
(𝑠) =

𝑠

𝑠2 + 1
(3) L

[
sin 2𝑡

]
(𝑠) =

1

𝑠2 + 4
練習 4

ラプラス変換が存在するための十分条件を満たすならば，正の定数 𝑀，𝜆 があって，𝑠 > 𝜆 なる 𝑠

について，
∣∣L [𝑓(𝑡)](𝑠)

∣∣ <
𝑀

𝑠− 𝜆
が成り立つ。すると， lim

𝑠→∞
∣∣L [𝑓(𝑡)](𝑠)

∣∣ < lim
𝑠→∞

𝑀

𝑠− 𝜆
= 0 より，

lim
𝑠→∞L [𝑓(𝑡)](𝑠) = 0

練習 5

𝑓(𝑡)が，ラプラス変換が存在するための十分条件を満たすならば，𝑡𝑓(𝑡)もそうである。すると同じ論法

で，𝑡2𝑓(𝑡) = 𝑡 ⋅ 𝑡𝑓(𝑡)もラプラス変換が存在するための十分条件を満たす。
練習 6

(1)

𝐻(𝑡− 1)
1

1 𝑡

𝑥

O

(2)

𝐻(𝑡− 2)
1

2 𝑡

𝑥

O

(3)

𝐻(𝑡− 1)−𝐻(𝑡− 2)
1

1 2 𝑡

𝑥

O

練習 7

(1) L
[
𝐻(𝑡− 1)

]
(𝑠) =

𝑒−𝑠

𝑠
(2) L

[
𝐻(𝑡− 2)

]
(𝑠) =

𝑒−2𝑠

𝑠
(3) L

[
𝐻(𝑡)

]
(𝑠) =

1

𝑠
練習 8

(1) L
[
𝛿(𝑡− 2)

]
(𝑠) = 𝑒−2𝑠 (2) L

[
𝛿(𝑡− 3)

]
(𝑠) = 𝑒−3𝑠

(3) デルタ関数の性質より，2𝛿(2𝑡) = 2 ⋅ 1

2
𝛿(𝑡) = 𝛿(𝑡)だから，L

[
2𝛿(2𝑡)

]
(𝑠) = L

[
𝛿(𝑡)

]
(𝑠) = 1

練習 9

(1) L
[
2𝑡2 + 𝑡

]
(𝑠) =

4

𝑠3
+

1

𝑠2
(2) L

[
𝑒3𝑡 − 𝑒−𝑡

]
(𝑠) =

1

𝑠− 3
− 1

𝑠+ 1

(3) 2 sin
(
𝑡+

𝜋

3

)
= 2

(
sin 𝑡 cos

𝜋

3
+ cos 𝑡 sin

𝜋

3

)
= sin 𝑡+

√
3 cos 𝑡

∴ L
[
2 sin

(
𝑡+

𝜋

3

)]
(𝑠) = L

[
sin 𝑡+

√
3 cos 𝑡

]
=

1

𝑠2 + 1
+

√
3 𝑠

𝑠2 + 1
練習 10

(1) L
[
𝑒𝑡𝑡2

]
(𝑠) =

2

(𝑠− 1)3
(2) L

[
𝑒2𝑡 sin 𝑡

]
(𝑠) =

1

(𝑠− 2)2 + 1

(3) L
[
𝑒𝑡 cos 𝑡

]
(𝑠) =

𝑠− 1

(𝑠− 1)2 + 1

1



練習 11

(1) L
[
(𝑡− 1)𝐻(𝑡− 1)

]
(𝑠) =

𝑒−𝑠

𝑠2
(2) L

[
(𝑡− 1)2𝐻(𝑡− 1)

]
(𝑠) =

2𝑒−𝑠

𝑠3

(3) L
[
𝑒𝑡−2𝐻(𝑡− 2)

]
(𝑠) =

𝑒−2𝑠

𝑠− 1
練習 12

L

[
sin𝜆𝑡

𝑡

]
(𝑠) = L

[
𝜆 ⋅ sin𝜆𝑡

𝜆𝑡

]
(𝑠) = 𝜆 ⋅ 1

𝜆
Tan−1 𝜆

𝑠
= Tan−1 𝜆

𝑠

練習 13

L
[
𝑓 ′′′(𝑡)

]
(𝑠) = 𝑠2L

[
𝑓 ′(𝑡)

]
(𝑠)− 𝑠𝑓 ′(+0)− 𝑓 ′′(+0) = 𝑠2

{
𝑠L

[
𝑓(𝑡)

]
(𝑠)− 𝑓(+0)

}
− 𝑠𝑓 ′(+0)− 𝑓 ′′(+0)

= 𝑠3L
[
𝑓(𝑡)

]
(𝑠)− 𝑠2𝑓(+0)− 𝑠𝑓 ′(+0)− 𝑓 ′′(+0)

練習 14

(1) L

[∫ 𝑡

0

(
𝑒𝑡 + 𝑒−𝑡

)
𝑑𝑡

]
(𝑠) =

1

𝑠

(
1

𝑠− 1
+

1

𝑠+ 1

)
=

1

𝑠
⋅ 2𝑠

(𝑠− 1)(𝑠+ 1)
=

2

(𝑠− 1)(𝑠+ 1)

(2) L

[∫ 𝑡

0

(𝑡− 1) 𝑑𝑡

]
(𝑠) =

1

𝑠

(
1

𝑠2
− 1

𝑠

)
=

1

𝑠3
− 1

𝑠2

(3) L

[∫ 𝑡

0

cos 2𝑡 𝑑𝑡

]
(𝑠) =

1

𝑠
⋅ 𝑠

𝑠2 + 4
=

1

𝑠2 + 4

練習 15

(1) L
[
𝑡𝑒𝑡

]
(𝑠) = − 𝑑

𝑑𝑠

(
1

𝑠− 1

)
=

1

(𝑠− 1)2
(2) L

[
𝑡 sin 𝑡

]
(𝑠) = − 𝑑

𝑑𝑠

(
1

𝑠2 + 1

)
=

2𝑠

(𝑠2 + 1)2

(3) L
[
𝑡 cos 𝑡

]
(𝑠) = − 𝑑

𝑑𝑠

(
𝑠

𝑠2 + 1

)
= − 1 ⋅ (𝑠2 + 1)− 𝑠 ⋅ 2𝑠

(𝑠2 + 1)2
=

𝑠2 − 1

(𝑠2 + 1)2

練習 16

(1) L
[
𝑡2𝑒𝑡

]
(𝑠) =

𝑑2

𝑑𝑠2

(
1

𝑠− 1

)
=

𝑑

𝑑𝑠

{
− 1

(𝑠− 1)2

}
=

2

(𝑠− 1)3

(2) L
[
𝑡3𝑒𝑡

]
(𝑠) = − 𝑑3

𝑑𝑠3

(
1

𝑠− 1

)
= − 𝑑

𝑑𝑠

{
𝑑2

𝑑𝑠2

(
1

𝑠− 1

)}
= − 𝑑

𝑑𝑠

{
2

(𝑠− 1)3

}
=

6

(𝑠− 1)4

(3) L
[
𝑡2 sin 𝑡

]
(𝑠) =

𝑑2

𝑑𝑠2

(
1

𝑠2 + 1

)
=

𝑑

𝑑𝑠

{
− 2𝑠

(𝑠2 + 1)2

}
= − 2(𝑠2 + 1)2 − 2𝑠 ⋅ 4𝑠(𝑠2 + 1)

(𝑠2 + 1)4

= − 2(𝑠2 + 1)− 8𝑠2

(𝑠2 + 1)3
=

6𝑠2 − 2

(𝑠2 + 1)3

練習 17

L

[
sin 2𝑡

𝑡

]
(𝑠) =

∫ ∞

𝑠

2

𝜎2 + 4
𝑑𝜎 = lim

𝑆→∞

[
Tan−1 𝜎

2

]𝑆
𝑠
=

𝜋

2
− Tan−1 𝑠

2

ここで，𝜃 =
𝜋

2
− Tan−1 𝑠

2
とおくと，公式 tan

( 𝜋

2
− 𝜃

)
=

1

tan 𝜃
より，

𝑠

2
=

1

tan 𝜃
である。

すると，tan 𝜃 =
2

𝑠
より，𝜃 = Tan−1 2

𝑠
，すなわち，L

[
sin 2𝑡

𝑡

]
(𝑠) = Tan−1 2

𝑠

練習 18

(1) cos 𝑡 ∗ cos 𝑡 =
∫ 𝑡

0

cos(𝜏) cos(𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏 =
1

2

∫ 𝑡

0

{
cos 𝑡+cos(2𝜏 − 𝑡)

}
𝑑𝜏 =

1

2

[
𝜏 cos 𝑡+

1

2
sin(2𝜏 − 𝑡)

]𝑡
0

=
1

2

{
𝑡 cos 𝑡+

1

2
sin 𝑡− 0− 1

2
sin(−𝑡)

}
=

1

2
(𝑡 cos 𝑡+ sin 𝑡)

(2) 𝑒𝑡 ∗ 𝑡 =
∫ 𝑡

0

(𝑡− 𝜏)𝑒𝜏 𝑑𝜏 =
[
(𝑡− 𝜏)𝑒𝜏

]𝑡
0
+

∫ 𝑡

0

𝑒𝜏 𝑑𝜏 = 0− 𝑡𝑒0 +
[
𝑒𝜏

]𝑡
0
= −𝑡+ 𝑒𝑡 − 𝑒0 = 𝑒𝑡 − 𝑡− 1

練習 19

(1) sin 𝑡 ∗ 𝑡 =
∫ 𝑡

0

(𝑡− 𝜏) sin 𝜏 𝑑𝜏 =
[
−(𝑡− 𝜏) cos 𝜏

]𝑡
0
−

∫ 𝑡

0

cos 𝜏 𝑑𝜏 = 0 + 𝑡−
[
sin 𝜏

]𝑡
0
= 𝑡− sin 𝑡

(2) L
[
𝑡− sin 𝑡

]
(𝑠) = L

[
sin 𝑡 ∗ 𝑡](𝑠) = L

[
sin 𝑡

]
(𝑠) ⋅ L [

𝑡
]
(𝑠) =

1

(𝑠2 + 1)𝑠2

2



練習 20

(1) L −1

[
1

𝑠2

]
(𝑡) = 𝑡 (2) L −1

[
2

𝑠3

]
(𝑡) = 𝑡2 (3) L −1

[
1

𝑠− 2

]
(𝑡) = 𝑒2𝑡

(4) L −1

[
1

𝑠+ 1

]
(𝑡) = 𝑒−𝑡 (5) L −1

[
𝑠

𝑠2 + 1

]
(𝑡) = cos 𝑡 (5) L −1

[
1

(𝑠− 1)2

]
(𝑡) = 𝑡𝑒𝑡

練習 21

(1)
1

𝑠2 − 3𝑠+ 2
=

1

𝑠− 2
− 1

𝑠− 1
だから，

L −1

[
1

𝑠2 − 3𝑠+ 2

]
(𝑡) = L −1

[
1

𝑠− 2
− 1

𝑠− 1

]
(𝑡) = 𝑒2𝑡 − 𝑒𝑡

(2)
2𝑠

𝑠2 − 1
=

1

𝑠− 1
+

1

𝑠+ 1
だからL −1

[
2𝑠

𝑠2 − 1

]
(𝑡) = L −1

[
1

𝑠− 1
+

1

𝑠+ 1

]
(𝑡) = 𝑒𝑡 + 𝑒−𝑡

(3)
1

𝑠2 − 2
=

1

2
√

2

(
1

𝑠−√
2

− 1

𝑠+
√

2

)
だから

L −1

[
1

𝑠2 − 2

]
(𝑡) = L −1

[
1

2
√

2

(
1

𝑠−√
2

− 1

𝑠+
√

2

)]
(𝑡) =

1

2
√

2

(
𝑒
√
2𝑡 + 𝑒−

√
2𝑡
)

練習 22

(1)
𝑠

(𝑠+ 1)2
=

1

𝑠+ 1
− 1

(𝑠+ 1)2
だから

L −1

[
𝑠

(𝑠+ 1)2

]
(𝑡) = L −1

[
1

𝑠+ 1
− 1

(𝑠+ 1)2

]
(𝑡) = 𝑒−𝑡 − 𝑡𝑒−𝑡 = (1− 𝑡)𝑒−𝑡

(2)
𝑠2 + 𝑠− 1

(𝑠− 1)𝑠2
=

1

𝑠− 1
+

1

𝑠2
だから，L −1

[
𝑠2 + 𝑠− 1

(𝑠− 1)𝑠2

]
(𝑡) = L −1

[
1

𝑠− 1
+

1

𝑠2

]
(𝑡) = 𝑒𝑡 + 𝑡

(3)
1

𝑠2(𝑠2 + 1)
=

1

𝑠2
− 1

𝑠2 + 1
だから，L −1

[
1

𝑠2(𝑠2 + 1)

]
(𝑡) = L −1

[
1

𝑠2
− 1

𝑠2 + 1

]
(𝑡) = 𝑡− sin 𝑡

練習 23

(1) L −1

[
1

𝑠2 − 4𝑠+ 5

]
(𝑡) = L −1

[
1

(𝑠− 2)2 + 1

]
(𝑡) = 𝑒2𝑡 sin 𝑡

(2) L −1

[
𝑠+ 1

𝑠2 + 2𝑠+ 5

]
(𝑡) = L −1

[
𝑠+ 1

(𝑠+ 1)2 + 4

]
(𝑡) = 𝑒−𝑡 cos 2𝑡

(3) L −1

[
𝑠

𝑠2 + 4𝑠+ 5

]
(𝑡) = L −1

[
𝑠+ 2

(𝑠+ 2)2 + 1
− 2

(𝑠+ 2)2 + 1

]
(𝑡) = 𝑒−2𝑡 cos 𝑡− 2𝑒−2𝑡 sin 𝑡

= 𝑒−2𝑡(cos 𝑡− 2 sin 𝑡)

練習 24

(1) L −1

[
2𝑠

(𝑠2 + 4)2

]
(𝑡) = L −1

[
− 𝑑

𝑑𝑠

(
1

2
⋅ 2

𝑠2 + 4

)]
(𝑡) =

1

2
𝑡 sin 2𝑡

(2) L −1

[
𝑠2 − 1

(𝑠2 + 1)2

]
(𝑡) = L −1

[
− 𝑑

𝑑𝑠

(
𝑠

𝑠2 + 1

)]
(𝑡) = 𝑡 cos 𝑡

(3) L −1

[
𝑠2 − 4

(𝑠2 + 4)2

]
(𝑡) = L −1

[
− 𝑑

𝑑𝑠

(
𝑠

𝑠2 + 4

)]
(𝑡) = 𝑡 cos 2𝑡

P.163～164 節末問題

1

(1) L

[
1

𝑒𝑡

]
(𝑠) = L

[
𝑒−𝑡

]
(𝑠) =

1

𝑠+ 1
(2) L

[
𝑒

𝑡
2

]
(𝑠) =

1

𝑠− 1

2

=
2

2𝑠− 1

(3) L

[
sin

𝑡

2

]
(𝑠) =

1

2

𝑠2 +
1

4

=
2

4𝑠2 + 1
(4) L

[
cos

𝑡

3

]
(𝑠) =

𝑠

𝑠2 +
1

9

=
9𝑠

9𝑠2 + 1

(5) L
[
sin 𝑡 cos 𝑡

]
(𝑠) = L

[
1

2
sin 2𝑡

]
(𝑠) =

1

2
⋅ 2

𝑠2 + 4
=

1

𝑠2 + 4

(6) L
[
cos2 𝑡

]
(𝑠) = L

[
1

2
(1 + cos 2𝑡)

]
(𝑠) =

1

2

(
1

𝑠
+

𝑠

𝑠2 + 4

)

3



2

(1) L
[
𝐻(𝑡− 3)

]
(𝑠) =

𝑒−3𝑠

𝑠

(2) L
[
𝛿(2𝑡)

]
(𝑠) = L

[
1

2
𝛿(𝑡)

]
(𝑠) =

1

2
別解： L

[
𝛿(2𝑡)

]
(𝑠) =

1

2
L

[
𝛿(𝑡)

] ( 𝑠

2

)
=

1

2

(3) L
[
𝛿(2𝑡− 4)

]
(𝑠) = L

[
𝛿
(
2(𝑡− 2)

)]
(𝑠) = L

[
1

2
𝛿(𝑡− 2)

]
(𝑠) =

1

2
𝑒−2𝑠

別解： L
[
𝛿(2𝑡− 4)

]
(𝑠) =

1

2
L

[
𝛿(𝑡− 4)

] ( 𝑠

2

)
=

1

2
𝑒−4⋅ 𝑠2 =

1

2
𝑒−2𝑠

3

(1) L
[
1 + 2𝑡− 𝑡2

]
(𝑠) =

1

𝑠
+

2

𝑠2
− 2

𝑠3
(2) L

[
𝑒2𝑡 − 1

]
(𝑠) =

1

𝑠− 2
− 1

𝑠

(3) L
[(
𝑒𝑡 − 𝑒−𝑡

)2]
(𝑠) = L

[
𝑒2𝑡 − 2 + 𝑒−2𝑡

]
(𝑠) =

1

𝑠− 2
− 2

𝑠
+

1

𝑠+ 2

(4)
√

2 cos
(
2𝑡+

𝜋

4

)
=

√
2
(
cos 2𝑡 cos

𝜋

4
− sin 2𝑡 sin

𝜋

4

)
=

√
2

(
cos 2𝑡

1√
2

− sin 2𝑡
1√
2

)
= cos 2𝑡− sin 2𝑡より

L
[√

2 cos
(
2𝑡+

𝜋

4

)]
(𝑠) = L

[
cos 2𝑡− sin 2𝑡

]
(𝑠) =

𝑠

𝑠2 + 4
− 2

𝑠2 + 4

(5) L
[
𝑒2𝑡 cos

√
3 𝑡

]
(𝑠) =

𝑠− 2

(𝑠− 2)2 + 3
(6) L

[
(2𝑡+ 1)𝑒−𝑡

]
(𝑠) =

2

(𝑠+ 1)2
+

1

𝑠+ 1

(7) L
[
𝐻(𝑡− 1) sin(𝑡− 1)

]
(𝑠) =

𝑒−𝑠

𝑠2 + 1

(8) L
[
𝐻(𝑡− 𝜋) cos 𝑡

]
(𝑠) = L

[−𝐻(𝑡− 𝜋) cos(𝑡− 𝜋)
]
(𝑠) = − 𝑠𝑒−𝜋𝑠

𝑠2 + 1
4

(1) L

[∫ 𝑡

0

𝑡𝑒𝑡 𝑑𝑡

]
(𝑠) =

1

𝑠(𝑠− 1)2
(2) L

[∫ 𝑡

0

𝑒𝑡 sin 𝑡 𝑑𝑡

]
(𝑠) =

1

𝑠
{
(𝑠− 1)2 + 1

}
(3) L

[
𝑡𝑒𝑡 sin 𝑡

]
(𝑠) = −

{
1

(𝑠− 1)2 + 1

}′
=

2(𝑠− 1){
(𝑠− 1)2 + 1

}2

(4) L
[
𝑡 sin2 𝑡

]
(𝑠) = L

[
𝑡 ⋅ 1− cos 2𝑡

2

]
(𝑠) = − 1

2

{
1

𝑠
− 𝑠

𝑠2 + 4

}′
= − 1

2

{
− 1

𝑠2
− 𝑠2 + 4− 𝑠 ⋅ 2𝑠

(𝑠2 + 4)2

}
=

1

2

{
1

𝑠2
− 𝑠2 − 4

(𝑠2 + 4)2

}
5

(1) L −1

[
𝑠− 2

𝑠2 + 4

]
(𝑡) = L −1

[
𝑠

𝑠2 + 4
− 2

𝑠2 + 4

]
(𝑡) = cos 2𝑡− sin 2𝑡

(2) L −1

[
𝑠− 3

(𝑠− 2)2

]
(𝑡) = L −1

[
1

𝑠− 2
− 1

(𝑠− 2)2

]
(𝑡) = 𝑒2𝑡 − 𝑡𝑒2𝑡 = (1− 𝑡)𝑒2𝑡

(3) L −1

[
4

𝑠2 − 6𝑠+ 5

]
(𝑡) = L −1

[
1

𝑠− 5
− 1

𝑠− 1

]
(𝑡) = 𝑒5𝑡 − 𝑒𝑡

(4) L −1

[
𝑠+ 1

𝑠3 − 𝑠2 + 𝑠− 1

]
(𝑡) = L −1

[
1

𝑠− 1
− 𝑠

𝑠2 + 1

]
(𝑡) = 𝑒𝑡 − cos 𝑡

(5) L −1

[
𝑠2 − 2

𝑠3 − 3𝑠2 + 2𝑠

]
(𝑡) = L −1

[
1

𝑠− 1
+

1

𝑠− 2
− 1

𝑠

]
(𝑡) = 𝑒𝑡 + 𝑒2𝑡 − 1

(6) L −1

[
4

𝑠4 − 1

]
(𝑡) = L −1

[
1

𝑠− 1
− 1

𝑠+ 1
− 2

𝑠2 + 1

]
(𝑡) = 𝑒𝑡 − 𝑒−𝑡 − 2 sin 𝑡

6

(1) L −1

[
1

𝑠3 − 𝑠2

]
(𝑡) = L −1

[
1

𝑠− 1
− 1

𝑠
− 1

𝑠2

]
(𝑡) = 𝑒𝑡 − 1− 𝑡

(2) L −1

[
3𝑠− 1

𝑠3 − 𝑠2 − 𝑠+ 1

]
(𝑡) = L −1

[
1

(𝑠− 1)2
+

1

𝑠− 1
− 1

𝑠+ 1

]
(𝑡) = (𝑡+ 1)𝑒𝑡 − 𝑒−𝑡

(3) L −1

[
2𝑠− 2

𝑠4 − 2𝑠3 + 2𝑠2

]
(𝑡) = L −1

[
1

(𝑠− 1)2 + 1
− 1

𝑠2

]
(𝑡) = 𝑒𝑡 sin 𝑡− 𝑡

4



(4) L −1

[
(𝑠+ 1)2

(𝑠2 + 1)2

]
(𝑡) = L −1

[
1

𝑠2 + 1
+

2𝑠

(𝑠2 + 1)2

]
(𝑡) = L −1

[
1

𝑠2 + 1
−
(

1

𝑠2 + 1

)′]
(𝑡)

= (1− 𝑡) sin 𝑡

(5) L −1

[
2

(𝑠2 + 1)2

]
(𝑡) = L −1

[
𝑠2 + 1 + 1− 𝑠2

(𝑠2 + 1)2

]
(𝑡) = L −1

[
1

𝑠2 + 1
− 𝑠2 − 1

(𝑠2 + 1)2

]
(𝑡)

= sin 𝑡− 𝑡 cos 𝑡

(6) L −1

[
2𝑠+ 2

(𝑠2 + 2𝑠+ 2)2

]
(𝑡) = L −1

[
−
(

1

𝑠2 + 2𝑠+ 2

)′]
(𝑡) = L −1

[
−
(

1

(𝑠+ 1)2 + 1

)′]
(𝑡)

= 𝑡𝑒−𝑡 sin 𝑡
7

(1) L −1[ 1 ](𝑡) = 𝛿(𝑡) (2) L −1
[
𝑒−𝑠

]
(𝑡) = 𝛿(𝑡− 1) (3) L −1

[
𝑒−𝑠

𝑠

]
(𝑡) = 𝐻(𝑡− 1)

8

証明） 𝑢 = 𝑡− 𝜏 とおくと，𝑑𝑢 = −𝑑𝜏，
𝜏 0 → 𝑡

𝑢 𝑡 → 0
だから

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡) =
∫ 𝑡

0

𝑓(𝜏)𝑔(𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏 = −
∫ 0

𝑡

𝑓(𝑡− 𝑢)𝑔(𝑢) 𝑑𝑢 =

∫ 𝑡

0

𝑔(𝑢)𝑓(𝑡− 𝑢) 𝑑𝑢 = (𝑔 ∗ 𝑓)(𝑡) //

9

(1)

∫ 𝑇

0

𝑒−𝑡𝑡𝑥 𝑑𝑡 =
[−𝑒−𝑡𝑡𝑥

]𝑇
0
−
∫ 𝑇

0

(− 𝑒−𝑡
)
𝑥𝑡𝑥−1 𝑑𝑡 = −𝑒−𝑇𝑇 𝑥 + 𝑥

∫ 𝑇

0

𝑒−𝑡𝑡𝑥−1 𝑑𝑡 より

Γ(𝑥+ 1) =

∫ ∞

0

𝑒−𝑡𝑡(𝑥+1)−1 𝑑𝑡 = lim
𝑇→∞

∫ 𝑇

0

𝑒−𝑡𝑡𝑥 𝑑𝑡 = lim
𝑇→∞

{
−𝑒−𝑇𝑇 𝑥 + 𝑥

∫ 𝑇

0

𝑒−𝑡𝑡𝑥−1 𝑑𝑡

}

= 𝑥

∫ ∞

0

𝑒−𝑡𝑡𝑥−1 𝑑𝑡 = 𝑥Γ(𝑥)

(2) 1⃝ 𝑛 = 1のとき

(1)より，Γ(1 + 1) = 1 ⋅ Γ(1) =
∫ ∞

0

𝑒−𝑡𝑡1−1 𝑑𝑡 = lim
𝑇→∞

∫ 𝑇

0

𝑒−𝑡 𝑑𝑡 = lim
𝑇→∞

[
−𝑒−𝑡

]𝑇
0
= 1 = 1! だから，

成り立つ。
2⃝ 𝑛 = 𝑘のとき成り立つと仮定すると

(1)より，Γ
(
(𝑘 + 1) + 1

)
= (𝑘 + 1)Γ(𝑘 + 1) = (𝑘 + 1) ⋅ 𝑘! = (𝑘 + 1)! だから，𝑛 = 𝑘 + 1のときも成り

立つ。
1⃝， 2⃝から，数学的帰納法により，任意の自然数 𝑛について，Γ(𝑛+ 1) = 𝑛!が成り立つ。

(3) 𝑢 =
√

𝑠𝑡 とおくと，𝑢2 = 𝑠𝑡，
2√
𝑠

𝑑𝑢 =
1√
𝑡

𝑑𝑡，
𝑡 0 → ∞
𝑢 0 → ∞ だから

L

[
1√
𝑡

]
(𝑠) =

∫ ∞

0

𝑒−𝑠𝑡 1√
𝑡

𝑑𝑡 =
2√
𝑠

∫ ∞

0

𝑒−𝑢2

𝑑𝑢 =
2√
𝑠

⋅
√

𝜋

2
=

√
𝜋

𝑠

(4) (3)より，Γ

(
1

2

)
=

∫ ∞

0

𝑒−𝑡𝑡
1
2−1 𝑑𝑡 =

∫ ∞

0

𝑒−1⋅𝑡 1√
𝑡

𝑑𝑡 = L

[
1√
𝑡

]
(1) =

√
𝜋

(5) 𝑢 = 𝑠𝑡とおくと，𝑠 > 0より，
1

𝑠
𝑑𝑢 = 𝑑𝑡，

𝑡 0 → ∞
𝑢 0 → ∞ だから，𝑟 > −1ならば

L
[
𝑡𝑟
]
(𝑠) =

∫ ∞

0

𝑒−𝑠𝑡𝑡𝑟 𝑑𝑡 =

∫ ∞

0

𝑒−𝑢 ⋅ 𝑢𝑟

𝑠𝑟
⋅ 1

𝑠
𝑑𝑢 =

1

𝑠𝑟+1

∫ ∞

0

𝑒−𝑢𝑢(𝑟+1)−1 𝑑𝑢 =
Γ(𝑟 + 1)

𝑠𝑟+1

10

(1) L

[
sin 𝑡

𝑡

]
(𝑠) = Tan−1 1

𝑠
より∫ ∞

0

1

𝑡
𝑒−𝑡 sin 𝑡 𝑑𝑡 =

∫ ∞

0

𝑒−1⋅𝑡 sin 𝑡

𝑡
𝑑𝑡 = L

[
sin 𝑡

𝑡

]
(1) = Tan−1 1 =

𝜋

4

(2)

(
1

𝑠2 + 1

)′
= − 2𝑠

(𝑠2 + 1)2(
1

𝑠2 + 1

)′′
= − 2(𝑠2 + 1)2 − 2𝑠 ⋅ 2(𝑠2 + 1) ⋅ 2𝑠

(𝑠2 + 1)4
= − 2(𝑠2 + 1)− 8𝑠2

(𝑠2 + 1)3
=

6𝑠2 − 2

(𝑠2 + 1)3

5



(
1

𝑠2 + 1

)′′′
=

12𝑠(𝑠2 + 1)3 − (6𝑠2 − 2) ⋅ 3(𝑠2 + 1)2 ⋅ 2𝑠
(𝑠2 + 1)6

=
12𝑠(𝑠2 + 1)− 6𝑠(6𝑠2 − 2)

(𝑠2 + 1)4

= − 24𝑠(𝑠2 − 1)

(𝑠2 + 1)4

だから，L
[
𝑡𝑛𝑓(𝑡)

]
(𝑠) = (−1)𝑛

𝑑𝑛

𝑑𝑠𝑛

{
L

[
𝑓(𝑡)

]
(𝑠)

}
より∫ ∞

0

𝑡3𝑒−𝑡 sin 𝑡 𝑑𝑡 =

∫ ∞

0

𝑒−1⋅𝑡𝑡3 sin 𝑡 𝑑𝑡 = L
[
𝑡3 sin 𝑡

]
(1) = (−1)3

{
L

[
sin 𝑡

]}′′′
(1)

= −
(

1

𝑠2 + 1

)′′′
(1) = 0

P.166～179 練習 以下，特に断らなくても𝑋 = L
[
𝑥(𝑡)

]
(𝑠)とする。

練習 1

(1) 微分方程式をラプラス変換すると，𝑠𝑋 − 0−𝑋 =
1

𝑠− 1
∴ 𝑋 =

1

(𝑠− 1)2

両辺の逆ラプラス変換を考えると，𝑥 = 𝑡𝑒𝑡

(2) 微分方程式をラプラス変換すると，𝑠𝑋 − 1 +𝑋 =
2

𝑠
∴ 𝑋 =

𝑠+ 2

𝑠(𝑠+ 1)
=

2

𝑠
− 1

𝑠+ 1

両辺の逆ラプラス変換を考えると，𝑥 = 2− 𝑒−𝑡

練習 2

(1) 𝐶 = 𝑥(0)とおき，微分方程式をラプラス変換すると，𝑠𝑋−𝐶−𝑋 =
1

𝑠− 1
∴𝑋 =

1

(𝑠− 1)2
+

𝐶

𝑠− 1

両辺の逆ラプラス変換を考えると，𝑥 = (𝑡+ 𝐶)𝑒𝑡

(2) 𝐶 ′ = 𝑥(0)とおき，微分方程式をラプラス変換すると，𝑠𝑋 − 𝐶 ′ +𝑋 =
2

𝑠
∴ 𝑋 =

𝐶 ′𝑠+ 2

𝑠(𝑠+ 1)

右辺を部分分数分解すると，𝑋 =
2

𝑠
+

𝐶 ′ − 2

𝑠+ 1
𝐶 = 𝐶 ′ − 2とし，両辺の逆ラプラス変換を考えると，𝑥 = 2 + 𝐶𝑒−𝑡

練習 3

(1) 微分方程式をラプラス変換すると，𝑠2𝑋 − 𝑠 ⋅ 0− 0 +𝑋 =
2

𝑠+ 1
∴ 𝑋 =

2

(𝑠+ 1)(𝑠2 + 1)

右辺を部分分数分解すると，𝑋 =
1

𝑠+ 1
+

1

𝑠2 + 1
− 𝑠

𝑠2 + 1
両辺の逆ラプラス変換を考えると，𝑥 = 𝑒−𝑡 + sin 𝑡− cos 𝑡

(2) 微分方程式をラプラス変換すると，𝑠2𝑋 − 𝑠 ⋅ 1− 0 +𝑋 =
2

𝑠+ 1

∴ 𝑋 =
𝑠

𝑠2 + 1
+

2

(𝑠+ 1)(𝑠2 + 1)
=

𝑠

𝑠2 + 1
+

1

𝑠+ 1
+

1

𝑠2 + 1
− 𝑠

𝑠2 + 1
=

1

𝑠+ 1
+

1

𝑠2 + 1

両辺の逆ラプラス変換を考えると，𝑥 = 𝑒−𝑡 + sin 𝑡
練習 4

(1) 微分方程式をラプラス変換すると，𝑠2𝑋 + 𝑠𝑋 +
1

𝑠
= 0 ∴ 𝑋 = − 1

𝑠2(𝑠+ 1)
=

1

𝑠
− 1

𝑠2
− 1

𝑠+ 1

両辺の逆ラプラス変換を考えると，𝑥 = 1− 𝑡− 𝑒−𝑡

(2) 微分方程式をラプラス変換すると，𝑠2𝑋 − 𝑠 ⋅ 1− 3− 3(𝑠𝑋 − 1) + 2𝑋 =
1

𝑠− 1

∴ (𝑠2−3𝑠+2)𝑋 = 𝑠+
1

𝑠− 1
=

𝑠2 − 𝑠+ 1

𝑠− 1
∴𝑋 =

𝑠2 − 𝑠+ 1

(𝑠− 2)(𝑠− 1)2
=

3

𝑠− 2
− 2

𝑠− 1
− 1

(𝑠− 1)2

両辺の逆ラプラス変換を考えると，𝑥 = 3𝑒2𝑡 − 2𝑒𝑡 − 𝑡𝑒𝑡

(3) 微分方程式をラプラス変換すると，𝑠2𝑋 +𝑋 =
2

(𝑠− 1)2
+

2

𝑠− 1
∴ 𝑋 =

2𝑠

(𝑠− 1)2(𝑠2 + 1)

右辺を部分分数分解すると，𝑋 =
1

(𝑠− 1)2
− 1

𝑠2 + 1

両辺の逆ラプラス変換を考えると，𝑥 = 𝑡𝑒𝑡 − sin 𝑡

6



練習 5

(1) 𝛼 = 𝑥′(0)とおき，微分方程式をラプラス変換すると，𝑠2𝑋 − 𝛼+𝑋 =
1

𝑠
∴ 𝑋 =

𝛼𝑠+ 1

𝑠(𝑠2 + 1)

右辺を部分分数分解すると，𝑋 =
1

𝑠
− 𝑠

𝑠2 + 1
+

𝛼

𝑠2 + 1

両辺の逆ラプラス変換を考えると，𝑥 = 1− cos 𝑡+ 𝛼 sin 𝑡

境界条件 𝑥
( 𝜋

2

)
= 1より，1 = 𝑥

( 𝜋

2

)
= 1− cos

𝜋

2
+ 𝛼 sin

𝜋

2
= 1 + 𝛼 ∴ 𝛼 = 0

よって，𝑥 = 1− cos 𝑡

(2) 途中までは (1)と同じである。境界条件 𝑥
( 𝜋

2

)
= 2より，2 = 𝑥

( 𝜋

2

)
= 1 + 𝛼 ∴ 𝛼 = 1

よって，𝑥 = 1− cos 𝑡+ sin 𝑡
練習 6

𝛼 = 𝑥′(0)とおき，微分方程式をラプラス変換すると，𝑠2𝑋 −𝛼−𝑋 =
1

𝑠
∴ 𝑋 =

𝛼𝑠+ 1

(𝑠− 1)(𝑠+ 1)𝑠

右辺を部分分数分解すると，𝑋 =
𝛼+ 1

2
⋅ 1

𝑠− 1
+

1− 𝛼

2
⋅ 1

𝑠+ 1
− 1

𝑠

両辺の逆ラプラス変換を考えると，𝑥 =
𝛼+ 1

2
𝑒𝑡 +

1− 𝛼

2
𝑒−𝑡 − 1 =

𝛼

2

(
𝑒𝑡 − 𝑒−𝑡

)
+

1

2

(
𝑒𝑡 + 𝑒−𝑡 − 2

)
境界条件 𝑥(1) = 𝑒− 1より，𝑥(1) =

𝛼

2

(
𝑒− 𝑒−1

)
+

1

2

(
𝑒+ 𝑒−1 − 2

)
= 𝑒− 1

∴ 𝛼
(
𝑒− 𝑒−1

)
= 2(𝑒− 1)− (

𝑒+ 𝑒−1 − 2
)
= 𝑒− 𝑒−1 ∴ 𝛼 = 1

よって，𝑥 = 𝑒𝑡 − 1
練習 7

この回路において，コンデンサの電荷 𝑞(𝑡)が満たす微分方程式は，𝑞′ +
1

𝑅𝐶
𝑞 =

𝐸

𝑅

𝑄(𝑠) = L [𝑞(𝑡)](𝑠)とし，ラプラス変換すると，𝑠𝑄+
1

𝑅𝐶
𝑄 =

𝐸

𝑅𝑠
∴ 𝑄 =

𝐶𝐸

𝑠(𝑅𝐶𝑠+ 1)

右辺を部分分数分解すると，𝑄 =
𝐶𝐸

𝑠
− 𝑅𝐶2𝐸

𝑅𝐶𝑠+ 1
=

𝐶𝐸

𝑠
− 𝐶𝐸

𝑠+
1

𝑅𝐶

両辺のラプラス変換を考えると，𝑞 = 𝐶𝐸
(
1− 𝑒

− 𝑡
𝑅𝐶

)
練習 8

質点 Pの運動方程式は，2𝑥′′ + 2𝑥′ + 𝑥 = 0

ラプラス変換すると，2

(
𝑠2𝑋 − 𝑠+

1

2

)
+ 2(𝑠𝑋 − 1) +𝑋 = 0

∴ 𝑋 =
2𝑠+ 1

2𝑠2 + 2𝑠+ 1
=

𝑠+
1

2(
𝑠+

1

2

)2

+
1

4

逆ラプラス変換を考えると，𝑥 = 𝑒
− 𝑡

2 cos
𝑡

2
練習 9

𝑐1 = 𝑥′(0)，𝑐3 = 𝑥′′′(0)とおく。弾性曲線方程式
𝑑4𝑥

𝑑𝑡4
= − 𝑤

𝐸𝐼
をラプラス変換すると

𝑠4𝑋 − 𝑐1𝑠
2 − 𝑐3 = − 𝑤

𝐸𝐼𝑠
∴ 𝑋 = − 𝑤

𝐸𝐼𝑠5
+

𝑐3
𝑠4

+
𝑐1
𝑠2

両辺の逆ラプラス変換を考えると，𝑥 = − 𝑤

24𝐸𝐼
𝑡4 +

𝑐3
6

𝑡3 + 𝑐1𝑡 ∴ 𝑥′ = − 𝑤

6𝐸𝐼
𝑡3 +

𝑐3
2

𝑡2 + 𝑐1

境界条件 𝑥(ℓ) = 𝑥′(ℓ) = 0より

𝑥(ℓ) = − 𝑤

24𝐸𝐼
ℓ4 +

𝑐3
6

ℓ3 + 𝑐1ℓ = 0， 𝑥′(ℓ) = − 𝑤

6𝐸𝐼
ℓ3 +

𝑐3
2

ℓ2 + 𝑐1 = 0

∴ 𝑐1 = − 𝑤ℓ3

48𝐸𝐼
，𝑐3 =

3𝑤ℓ

8𝐸𝐼
∴ 𝑥 = − 𝑤

24𝐸𝐼
𝑡4 +

𝑤ℓ

16𝐸𝐼
𝑡3 − 𝑤ℓ3

48𝐸𝐼
𝑡

∴ 𝑥 = − 𝑤

48𝐸𝐼
𝑡(𝑡− ℓ)2(2𝑡+ ℓ)
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練習 10

(1) 積分方程式を 𝑓(𝑡) ∗ sin 𝑡 = 𝑡2 と書き直す。𝐹 (𝑠) = L [𝑓(𝑡)](𝑠)として，両辺のラプラス変換を考えると

𝐹 (𝑠) ⋅ 1

𝑠2 + 1
=

2

𝑠3
∴ 𝐹 (𝑠) =

2

𝑠
+

2

𝑠3

両辺の逆ラプラス変換を考えると，𝑓(𝑡) = 2 + 𝑡2

(2) 積分方程式を 𝑓(𝑡) ∗ 𝑒𝑡 = 𝑡と書き直す。𝐹 (𝑠) = L [𝑓(𝑡)](𝑠)として，両辺のラプラス変換を考えると

𝐹 (𝑠) ⋅ 1

𝑠− 1
=

1

𝑠2
∴ 𝐹 (𝑠) =

1

𝑠
− 1

𝑠2

両辺の逆ラプラス変換を考えると，𝑓(𝑡) = 1− 𝑡

P.179～180 節末問題

1

(1) 𝑠𝑋 +𝑋 =
2

𝑠2 + 1
∴ 𝑋 =

2

(𝑠+ 1)(𝑠2 + 1)
=

1

𝑠+ 1
+

1

𝑠2 + 1
− 𝑠

𝑠2 + 1

∴ 𝑥 = 𝑒−𝑡 + sin 𝑡− cos 𝑡

(2) 𝑠2𝑋 − 1 + 2𝑠𝑋 +𝑋 =
1

𝑠
∴ (𝑠+ 1)2𝑋 = 1 +

1

𝑠
=

𝑠+ 1

𝑠
∴ 𝑋 =

1

𝑠(𝑠+ 1)
=

1

𝑠
− 1

𝑠+ 1

∴ 𝑥 = 1− 𝑒−𝑡

(3) 𝑠2𝑋 +𝑋 =
2𝑠

𝑠2 + 1
∴ (𝑠2 + 1)𝑋 =

2𝑠

𝑠2 + 1
∴ 𝑋 =

2𝑠

(𝑠2 + 1)2
= −

(
1

𝑠2 + 1

)′

∴ 𝑥 = 𝑡 sin 𝑡

(4) 𝑠2𝑋 − 2− 2𝑠𝑋 +𝑋 =
2

𝑠2 + 1
∴ (𝑠2 − 2𝑠+ 1)𝑋 = 2 +

2

𝑠2 + 1
=

2𝑠2 + 4

𝑠2 + 1

∴ 𝑋 =
2𝑠2 + 4

(𝑠2 + 1)(𝑠− 1)2
=

𝑠

𝑠2 + 1
+

3

(𝑠− 1)2
− 1

𝑠− 1
∴ 𝑥 = cos 𝑡+ (3𝑡− 1)𝑒𝑡

2

(1) 𝛼 = 𝑥′(0)とおくと，𝑠2𝑋 − 𝛼+ 4𝑋 =
4

𝑠2
∴ (𝑠2 + 4)𝑋 = 𝛼+

4

𝑠2
=

𝛼𝑠2 + 4

𝑠2

∴ 𝑋 =
𝛼𝑠2 + 4

𝑠2(𝑠2 + 4)
=

1

𝑠2
+

𝛼− 1

𝑠2 + 4
=

1

𝑠2
+

𝛼− 1

2
⋅ 2

𝑠2 + 4
∴ 𝑥 = 𝑡+

𝛼− 1

2
sin 2𝑡

境界条件 𝑥
( 𝜋

4

)
= 0より，𝑥

( 𝜋

4

)
=

𝜋

4
+

𝛼− 1

2
sin

𝜋

2
= 0 ∴

𝛼− 1

2
= − 𝜋

4

∴ 𝑥 = 𝑡− 𝜋

4
sin 2𝑡

(2) 𝛼 = 𝑥′(0)とおくと，𝑠2𝑋 − 𝛼+ 𝑠𝑋 =
1

𝑠
∴ (𝑠2 + 𝑠)𝑋 = 𝛼+

1

𝑠
=

𝛼𝑠+ 1

𝑠

∴ 𝑋 =
𝛼𝑠+ 1

𝑠2(𝑠+ 1)
=

𝛼− 1

𝑠
+

1

𝑠2
+

1− 𝛼

𝑠+ 1

∴ 𝑥 = 𝛼− 1 + 𝑡+ (1− 𝛼)𝑒−𝑡 ∴ 𝑥′ = 1− (1− 𝛼)𝑒−𝑡

境界条件 𝑥(1) + 𝑥′(1) = 0より，𝑥(1) + 𝑥′(1) =
{
𝛼+ (1− 𝛼)𝑒−1

}
+
{
1− (1− 𝛼)𝑒−1

}
= 𝛼+ 1 = 0

∴ 𝛼 = −1 ∴ 𝑥 = −2 + 𝑡+ 2𝑒−𝑡

(3) 𝛼 = 𝑥′(0)とおくと，𝑠2𝑋 − 𝛼+ 𝑠𝑋 − 2𝑋 =
1

𝑠
− 2

𝑠2
∴ (𝑠2 + 𝑠− 2)𝑋 =

𝛼𝑠2 + 𝑠− 2

𝑠2

∴ 𝑋 =
𝛼𝑥2 + 𝑠− 2

𝑠2(𝑠− 1)(𝑠+ 2)
=

1

𝑠2
+

𝛼− 1

3
⋅ 1

𝑠− 1
− 𝛼− 1

3
⋅ 1

𝑠+ 2

∴ 𝑥 = 𝑡+
𝛼− 1

3
𝑒𝑡 − 𝛼− 1

3
𝑒−2𝑡 ∴ 𝑥′ = 1 +

𝛼− 1

3
𝑒𝑡 +

2(𝛼− 1)

3
𝑒−2𝑡

境界条件 𝑥′(1)− 𝑥(1) = 3𝑒−2 より

𝑥′(1)− 𝑥(1) =

{
1 +

𝛼− 1

3
𝑒+

2(𝛼− 1)

3
𝑒−2

}
−
{
1 +

𝛼− 1

3
𝑒− 𝛼− 1

3
𝑒−2

}
= (𝛼− 1)𝑒−2 = 3𝑒−2

∴ 𝛼− 1 = 3 ∴ 𝑥 = 𝑡+ 𝑒𝑡 − 𝑒−2𝑡

(4) 𝛼 = 𝑥′(0)とおくと，𝑠2𝑋 − 𝛼− 3𝑠𝑋 + 2𝑋 =
6

𝑠+ 1
∴ (𝑠2 − 3𝑠+ 2)𝑋 =

𝛼𝑠+ 𝛼+ 6

𝑠+ 1

∴ 𝑋 =
𝛼𝑠+ 𝛼+ 6

(𝑠− 2)(𝑠− 1)(𝑠+ 1)
=

𝛼+ 2

𝑠− 2
− 𝛼+ 3

𝑠− 1
+

1

𝑠+ 1

8



∴ 𝑥 = (𝛼+ 2)𝑒2𝑡 − (𝛼+ 3)𝑒𝑡 + 𝑒−𝑡 ∴ 𝑥′ = 2(𝛼+ 2)𝑒2𝑡 − (𝛼+ 3)𝑒𝑡 − 𝑒−𝑡

境界条件 𝑥′(1) + 𝑥(1) = 6𝑒2 − 6𝑒より

𝑥′(1) + 𝑥(1) =
{
2(𝛼+2)𝑒2 − (𝛼+3)𝑒− 𝑒−1

}
+
{
(𝛼+2)𝑒2 − (𝛼+3)𝑒+ 𝑒−1

}
= 3(𝛼+2)𝑒2 − 2(𝛼+3)𝑒

= 6𝑒2 − 6𝑒

∴ 𝛼𝑒(3𝑒− 2) = 0 ∴ 𝛼 = 0 ∴ 𝑥 = 2𝑒2𝑡 − 3𝑒𝑡 − 𝑒−𝑡

3

𝑄(𝑠) = L [𝑞(𝑡)](𝑠)とする。電荷が満たす微分方程式は，𝑅𝑞′ +
1

𝐶
𝑞 = 𝑒−𝑡 ∴ 𝑅𝐶𝑞′ + 𝑞 = 𝐶𝑒−𝑡

∴ 𝑅𝐶𝑠𝑄+𝑄 =
𝐶

𝑠+ 1

∴ 𝑄 =
𝐶

(𝑠+ 1)(𝑅𝐶𝑠+ 1)
=

𝐶

𝑅𝐶 − 1

(
𝑅𝐶

𝑅𝐶𝑠+ 1
− 1

𝑠+ 1

)
=

𝐶

𝑅𝐶 − 1

⎛⎝ 1

𝑠+
1

𝑅𝐶

− 1

𝑠+ 1

⎞⎠
∴ 𝑞 =

𝐶

𝑅𝐶 − 1

(
𝑒
− 𝑡

𝑅𝐶 − 𝑒−𝑡

)
4

(1) 𝑐1 = 𝑥′(0)とおくと，𝑠2𝑋 − 𝑐1 + 2𝑎𝑠𝑋 + (𝑎2 + 4)𝑋 = 0 ∴ (𝑠2 + 2𝑎𝑠+ 𝑎2 + 4)𝑋 = 𝑐1

∴ 𝑋 =
𝑐1

(𝑠+ 𝑎)2 + 4
=

𝑐1
2

⋅ 2

(𝑠+ 𝑎)2 + 4
∴ 𝑥 =

1

2
𝑐1𝑒

−𝑎𝑡 sin 2𝑡

境界条件 𝑥
( 𝜋

4

)
=

1

2
より，𝑥

( 𝜋

4

)
=

1

2
𝑐1𝑒

−𝜋𝑎
4 sin

𝜋

2
=

1

2
𝑐1𝑒

−𝜋𝑎
4 =

1

2
∴ 𝑐1 = 𝑒

𝜋𝑎
4

∴ 𝑥 =
1

2
𝑒
−𝑎(𝑡−𝜋

4 )
sin 2𝑡

(2) 𝑐 = 𝑥(0)とおくと，𝑠2𝑋 − 𝑐𝑠+ 2𝑎(𝑠𝑋 − 𝑐) + (𝑎2 + 4)𝑋 = 0 ∴ (𝑠2 + 2𝑎𝑠+ 𝑎2 + 4)𝑋 = 𝑐𝑠+ 2𝑎𝑐

∴ 𝑋 =
𝑐𝑠+ 2𝑎𝑐

(𝑠+ 𝑎)2 + 4
=

𝑎𝑐

(𝑠+ 𝑎)2 + 4
+

𝑐(𝑠+ 𝑎)

(𝑠+ 𝑎)2 + 4
=

𝑎𝑐

2
⋅ 2

(𝑠+ 𝑎)2 + 4
+ 𝑐 ⋅ 𝑠+ 𝑎

(𝑠+ 𝑎)2 + 4

∴ 𝑥 =
𝑎𝑐

2
𝑒−𝑎𝑡 sin 2𝑡+ 𝑐𝑒−𝑎𝑡 cos 2𝑡 = 𝑒−𝑎𝑡

( 𝑎𝑐

2
sin 2𝑡+ 𝑐 cos 2𝑡

)
境界条件 𝑥(𝜋) = 2𝑒−𝜋𝑎 より，𝑥(𝜋) = 𝑐𝑒−𝑎𝜋 cos 2𝜋 = 𝑐𝑒−𝜋𝑎 = 2𝑒−𝜋𝑎 ∴ 𝑐 = 2

∴ 𝑥 = 𝑒−𝑎𝑡(𝑎 sin 2𝑡+ 2 cos 2𝑡)
5

𝑐2 = 𝑥′′(0)，𝑐3 = 𝑥′′′(0)とおいて，弾性曲線方程式
𝑑4𝑥

𝑑𝑡4
= − 𝑤

𝐸𝐼
をラプラス変換すると

𝑠4𝑋 − 𝑐2𝑠− 𝑐3 = − 𝑤

𝐸𝐼𝑠
∴ 𝑋 =

𝑐2
𝑠3

+
𝑐3
𝑠4

− 𝑤

𝐸𝐼𝑠5

∴ 𝑥 =
𝑐2
2

𝑡2 +
𝑐3
6

𝑡3 − 𝑤

24𝐸𝐼
𝑡4 ∴ 𝑥′ = 𝑐2𝑡+

𝑐3
2

𝑡2 − 𝑤

6𝐸𝐼
𝑡3 ∴ 𝑥′′ = 𝑐2 + 𝑐3𝑡− 𝑤

2𝐸𝐼
𝑡2

境界条件 𝑥(ℓ) = 0，𝑥′′(ℓ) = 0より

𝑥(ℓ) =
𝑐2
2

ℓ2 +
𝑐3
6

ℓ3 − 𝑤

24𝐸𝐼
ℓ4 = 0 ∴

𝑐2
2

+
𝑐3
6

ℓ− 𝑤

24𝐸𝐼
ℓ2 = 0 … 1⃝

𝑥′′(ℓ) = 𝑐2 + 𝑐3ℓ− 𝑤

2𝐸𝐼
ℓ2 = 0 … 2⃝

1⃝× 6− 2⃝より，𝑐2 = − 𝑤

8𝐸𝐼
ℓ2 これを 2⃝に代入して，𝑐3 =

5𝑤

8𝐸𝐼
ℓ

∴ 𝑥 = − 𝑤

16𝐸𝐼
ℓ2𝑡2 +

5𝑤

48𝐸𝐼
ℓ𝑡3 − 𝑤

24𝐸𝐼
𝑡4 = − 𝑤

48𝐸𝐼
𝑡2(2𝑡2 − 5ℓ𝑡+ 3ℓ2)

∴ 𝑥 = − 𝑤

48𝐸𝐼
𝑡2(𝑡− ℓ)(2𝑡− 3ℓ)

6

(1) 𝐹 (𝑠) = L [𝑓(𝑡)](𝑠)とする。積分方程式を 𝑓(𝑡) ∗ 1√
𝑡

=
√

𝑡 と書き直し，3章 1節の節末問題 9を用い

て，ラプラス変換すると

𝐹 (𝑠) ⋅
√

𝜋

𝑠
=

Γ

(
1

2
+ 1

)
𝑠

1
2+1

=

1

2
Γ

(
1

2

)
𝑠
√

𝑠
=

√
𝜋

2𝑠
√

𝑠
∴ 𝐹 (𝑠) =

1

2𝑠
∴ 𝑓(𝑡) =

1

2

(2) 𝐹 (𝑠) = L [𝑓(𝑡)](𝑠)とする。積分方程式を 𝑓(𝑡) ∗ 𝑒𝑡 = sin 𝑡と書き直し，ラプラス変換すると

𝐹 (𝑠) ⋅ 1

𝑠− 1
=

1

𝑠2 + 1
∴ 𝐹 (𝑠) =

𝑠− 1

𝑠2 + 1
=

𝑠

𝑠2 + 1
− 1

𝑠2 + 1
∴ 𝑓(𝑡) = cos 𝑡− sin 𝑡
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