
７章 微分方程式 

３節 2 階微分方程式 

 

A 

281 c1，c2は任意定数 

 ⑴ xy 2  

21

3

1

2

3

1
cxcxycxy   

 

 ⑵ 
x

y
1

  ⑶ xxy sin  

  

 

 

 

282 c1，c2は任意定数 

 ⑴ 01 yy  ⑵ 12  )(yy  

pypy  とおくと    pypy  とおくと  

    

    

 

 

 

 

12 cxy   

 したがって  

 

 

1

1

2

1

2

2

2

2

1

1

1

cxp

cxp

cxp

dxdpp

pp













)(

)(

1

1

tan

tan

cxy

cxp





1

1

2

2

2

Tan

1

1

1

1

cxp

dxdp
p

pp

pp


















21coslog ccxy  )(

したがって

21

1

log

log

cxcxxxy

cxy





21

21

1

cos2sin

coscossin

sincos

cxcxxxy

cxcxxxxy

cxxxy







2
2

3

12
3

1
ccxy  )(



283 c1，c2は任意定数 

 ⑴ 01 2  )()( yyy   

 

1

1

1log

1

1

1

1

1

1loglog

1

11

1

01

1

121

1

2

2

21

1

1

1

1

1

2











































xc

xccxc

c

ecy

ecey

cxcy

dxcdy
y

ycy

ycp

ce
y

p

cyp

dy
y

dp
p

p
dy

dp
y

pp
dy

dp
y

)(

)(

)(

)(

 

 

⑵ 12  )( yyy  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

xcccxc
eceyc

cxyc
c

dxdy
yc

1211
21

21

1

1

1

1log
1

1

1
















 

    したがって 
1

2 11

c

ec
y

xc


  

 

p
dy

dp
ypy  とおくと

p
dy

dp
ypy  とおくと

1

1

1

log1log

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2

1


























ycy

ycp

ce
y

p

cyp

dy
y

dp
p

p
dy

dp
y

pp
dy

dp
y

c



284 
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 ⑴ 023  yyy  ⑵ 044  yyy  
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 ⑴ xyyy 2127   
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 ⑴ 
x
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特性方程式  
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 ⑴ 01  yxyyx )(  

xxx eyeyey  ，  より 

つの解である。のでは微分方程式を満たすしたがって，
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 ⑵ ⑴より 
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)は任意定数，( 21 cc
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 ⑴ 02  yyxyx  

xy   の形の解を予想 

01

1 21



 









xxx

xyxy

)(

)(
 

11

01101

01

2

2

，

)()(













 

したがって xy  と 1 xy は解，これらは 1 次独立なので 1

21

 xcxcy  

 

 ⑵ 032  yyxyx  

xy   の形の解を予想 

031

1 21



 









xxx

xyxy

)(

)(，
 

101

012

2

2









)(
 

したがって 1 　xy は解である。また y 1 cx も解である。 

c を x の関数 u として   

 

 

21
1

1

111

log

00

03322

cxcu
x

c
ucxu

xuuxu

uxuxuuuxu x





 

)(より  

よって， )( 21

1 log cxcxy    

 

 

を代入して

とおく。

321

21

1

22 











uxxuxuy

uxxuy

uxy
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 ⑴  

  

 

①の両辺を t で微分すると 1 yx  

1

1





txx

txx②をこれに代入して
 

特性方程式  

 
 

1 つの解を BAtx  と予想  より， 0 xAx  

1

11

1







tx

BA

tBAt

，  

∴ tt ecectx 211    

①より  

 

したがって 















tt

tt

ececty

ecectx

21

21

1

1
 

 

 

tt ececx 21

2 101









tecec

txy

tt 





211

②

①

















tx
dt

dy

ty
dt

dx



 ⑵  

  

 

①の両辺を t で微分 teyxx  3  

②を代入して  

 

tt exxxexxxxx

exxy





4433

3

より

なので①より
 

特性方程式  

   
tetccx 2

21

2

2

202

044

)()( 






 

1 つの解を tAex  と予想  tt AexAex  ，  

t

tttt

exA

eAeAeAe





1

44
 

∴ tt etccex 2

21 )(   

ttttt

tttttt

t

etccceetccece

eetcceetccece

exxy

2

221

2

21

2

2

2

21

2

21

2

2 332

3

)()(

)()(







  

したがって 











tt

tt

etcccey

etccex

2

221

2

21

)(

)(
 

 

yxx

eeyxxx tt





3

3

②

①

















t

t

eyx
dt

dy

eyx
dt

dx
3
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 ⑴ xeyyy x cos32   

特性方程式， 

 

 

1 つの解を xBexAey xx sincos  と予想する 

     

xBexAe

xBexBexBe

xAexAexAey

xBexBexAexAey

xx

xxx

xxx

xxxx

cos2sin2

sincos2sin

cossin2cos

cossinsincos









 

これらを微分方程式に代入して 

xe

xBexAexBexBe

xAexAexBexAe

x

xxxx

xxxx

cos

sin3cos3cos2sin2

sin2cos2cos2sin2







 

 

 

  ∴  

したがって xxx ececxey  2

3

1cos
5

1
 

 

 ⑵ xxyyy sin2   

特性方程式  

xexccy )()( 21

2

2

101

012








 

1 つの解を xDxCxBxAxy cossincossin  )( と予想する。 

     
xDxCxBxAxxBxAy

xDxCxBxAxxBxAy

cossincossinsin2cos2

sincossincoscossin





)(

)(
 

これらを微分方程式に代入して 

xxxDxCxBxAx

xDxCxBxAxxBxA

xDxCxBxAxxBxA

sincossincossin

sin2cos2sincos2cos2sin2

cossincossinsin2cos2







)(

)(

)(

 

2

1

2

1
2

1
0

12

02

0222

0222

























DC

BA

B

A

DAB

CBA

，

，
より  

∴ xxxxy cos
2

1
sin

2

1
cos

2

1
  

したがって xexccxxxxy )( 21cos
2

1
sin

2

1
cos

2

1
  

xx ececy 





2

3

1

2

13013

032

，)()( 



xey x cos
5

1


0
5

1

13222

03222













B

A

ABAB

BBAA
より



 ⑶ xexyyy x cos23 2  

特性方程式  

xx ececy 2

21

2

21021

023





，)()( 


 

1 つの解を xDexCeBAxy xx sincos 22  と予想する。 

     

xDexDexDexDe

xCexCexCexCey

xDexDexCexCeAy

xxxx

xxxx

xxxx

sincos2cos2sin4

cossin2sin2cos4

cossin2sincos2

2222

2222

2222







 

これらを微分方程式に代入すると 

xexxDexCeBAx

xDexDexCexCeA

xDexDexCexCe

xxx

xxxx

xxxx

cossin2cos222

cos3sin6sin3cos63

cos4sin3sin4cos3

222

2222

2222







 

 

 

 

 

 

∴ xexexy xx sin
2

1
cos

2

1

4

3

2

1 22   

したがって xxxx ececxexexy 2

21

22 sin
2

1
cos

2

1

4

3

2

1
  

 

2

1
2

1
4

3
2

1









D

C

B

A

より























026334

123643

023

12

DDCDC

CDCDC

BA

A
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 ⑴ 222 xyyy   

特性方程式 

     

)( xcxcey

i
i

x sincos

1
2

42

022

21

2














 

1 つの解を CBxAxy  2 と予想 

     
Ay

BAxy

2

2




 

これらを微分方程式に代入して 

22 222242 xCBxAxBAxA   

2

1

1

2

1

0222

024

12

























C

B

A

CBA

BA

A

より  

2

1

2

1 2  xxy  

  ∴ )( xcxcexxy x sincos
2

1

2

1
21

2   

    )()( xcxcexcxcexy xx cossinsincos1 2121   

2

1

2

1
0  yyx を代入して 

2

1

0

1
2

1

2

1

2

1

2

1

21

1





















c

c

cc

c

より  

∴ xexxy x sin
2

1

2

1

2

1 2   

 



 ⑵ xx eeyyy 265   

特性方程式  

 

 

1 つの解を xx BxeAey 2 と予想する 

     
xxx

xxx

BxeBeAey

BxeBeAey

22

22

44

2




 

これらを微分方程式に代入して 

xxxx

xxxxxx

eeBxeAe

BxeBeAeBxeBeAe

22

2222

66

105544




 

1
2

1

1

12












BA

B

A
，より  

∴ xxxx ececxeey 3

2

2

1

2

2

1
  

xxxxx ececxeeey 3

2

2

1

22 322
2

1
  

110  yyx を代入して 

2

9

6

321
2

1
1

2

1
1

2

1

21

21





















c

c

cc

cc

より  

したがって xxxx eexeey 322

2

9
6

2

1
  

 

 

 

 

xx ececy 3

2

2

1

2

32032

065







，)()( 





 ⑶ xxyyy sin6   

特性方程式  

 

 

1 つの解を xDxCBAxy cossin   

     
xDxCy

xDxCAy

cossin

sincos




 

微分方程式に代入して 

xxxDxCBAx

xDxCAxDxC

sincos6sin666

sincoscossin




 

50

1

50

7

36

1

6

1

06

16

06

16

























DC

BA

DCD

CDC

BA

A

より  

∴ xx ececxxxy 3

2

2

1cos
50

1
sin

50

7

36

1

6

1   

xx ececxxy 3

2

2

1 32sin
50

1
cos

50

7

6

1   

000  yyx を代入して 

450

109

100

29

32
50

7

6

1
1

50

1

36

1
0

2

1

21

21





















c

c

cc

cc

より  

∴ xx eexxxy 32

450

109

100

29
cos

50

1
sin

50

7

36

1

6

1   

 

xx ececy 3

2

2

1

2

32032

06







，)()( 


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 ⑴ 特性方程式 

ia
a

a

11
2

442

022












 

∴ ))()(( xacxacey x 1sin1cos 21    

 

 ⑵  

 
 

より)(，)( 1010  yy  

0

1

11

1

2

1

21

1















c

c

cac

c
より  

したがって )( xaey x 1cos    

 

 ⑶ 0)(y より 

)( 1cos0  a  

 したがって )は整数( n
n

na 



2

12

2
1


  

 よって )は整数(
)(

n
n

a 1
4

12 2




  

 

)は任意定数，( 21 cc

))()((

))()((

xacaxacae

xacxacey

x

x

1cos11sin1

1sin1cos

21

21








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 ⑴ 0 より 

  

②

①













x
dt

dy

y
dt

dx

 

①の両辺を t で微分すると yx   

②を代入して xx   

特性方程式  

 

 

tctc

tctc

xy

cossin

cossin

21

21







)(

①より

 

より)(，)( 1010  yx  

 











2

1

1

1

c

c
 

したがって 











ttty

tttx

cossin

sincos

)(

)(
 

 

tctctx

i

sincos

01

21

2







)(







 ⑵  0 より 

  

②

①

















yx
dt

dy

yx
dt

dx




 

①の両辺を t で微分すると yxx    

①，②を代入して  

 

 

①より xxy   であるので 

 

 

 

)()(

)(

)(特性方程式

tctcetx

i

t sincos

2

1442

012

21

22

22



















 

)(

)}(

)({)}({

tctce

tctce

tctcetctcey

t

tt

cossin

cossin

sincossincos

21

21

2121











 

 

より)(，)( 1010  yx  

 











2

1

1

1

c

c
 

したがって 











)()(

)()(

ttety

ttetx

t

t

cossin

sincos





 

 

 ⑶ 0＞ のとき  0 のとき 0＜ のとき 

   

 

 

yx

yxyx

yxyxx







212

2







)(

)()(

xxx

xxxx









221

21

22

2

)(

)()(

012 2  xxx )( 
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 ⑴ 0522  yyxyx  

tex  とすると 05
2

2

 y
dt

dy

dt

yd
 

特性方程式 

2

191

2

2011

052

i











 

∴ 

















tctcey
t

2

19
sin

2

19
cos 2

2

1

1  















































xcxcxy log
2

19
sinlog

2

19
cos 21

2

1

 

 

 ⑵ xyyxyx log442   

tex  とすると ty
dt

dy

dt

yd
 45

2

2

 

特性方程式  

yt ececy 4

21

2

41041

045







，)()( 



 

 

1 つの解を BAty  と予想 

     0
2

2


dt

yd
A

dt

dy
， を代入して 

tBAtA  445  

16

5
4

1

045

14















B

A

BA

A
より  

∴ 
16

5

4

1
 ty  

したがって tt ececty 4

21
16

5

4

1
  

4

21
16

5
log

4

1
xcxcxy   

 

)は任意定数，( 21 cc

)は任意定数，( 21 cc
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 ⑴ よりxxx eyeyey   

0
1

11

1

1

1
1

1

1

11

1

1









































xx

xxx

e
x

xx
e

xx

x

e
x

e
x

x
ey

x
y

x

x
y

 

となるので， xey  は同次方程式の解である。 

 



 ⑵ xuey   とおく 

より， xxxxx ueeueuyueeuy  2  

1
1

2





 xue

x

x
ue xx  

vu   とおくと vu   

)( 1
1

2

1
1

2













 xev
x

x
v

xve
x

x
ve

x

xx

 

v
x

x
v

v
x

x
v

1

2

0
1

2










同次方程式

 

x

xxc

excv

cee
x

v

cxx

cxxv

dx
x

x
dv

v


























)(

)(

1

1

1log1

1log1log

1

21

1

 

c を x の関数 c(x)として xexxcv  )()( 1  

)()()()( xxx xeexcexxcv   21 より 

)()()(

)()()()(

11
1

2

21













xeexxc
x

x

xeexcexxc

xx

xxx

 

∴ )()()( 11   xeexxc xx  

    1 )(xc  

したがって 1cxxc )(  

∴ xexcxv  )()( 11  

 

21

2

2111

2

2111

2

2111

2

211

2

1

11

2121

2121

121

1

1

cexcx

ceecxecxcx

cdxeecxecxcx

cdxecxecxcx

cdxecxcxu

excxu

x

xxx

xxx

xx

x

x































))((

)())((

)())((

)())((

))((

)()(

 

したがって xecxcxy 21

2 11  ))((  

 

)は任意定数，( 21 cc



299 c1，c2は任意定数 

 ⑴ xx
dx

edxedxet 


 
  

  ∴ xet  と変換すると 

 

2

2
2

2

2

2

2

dt

yd
e

dt

dy
e

dx

dt

dt

yd
e

dt

dy
e

dt

dy

dx

d
e

dt

dy
e

dx

d

dx

yd

dt

dy
e

dx

dt

dt

dy

dx

dy

xx

xx

xx

x

























 

微分方程式に代入して 

  02

2

2
2   ye

dt

dy
e

dt

yd
e

dt

dy
e xxxx  

   02

2

2
2   ye

dt

yd
e xx  

   ∴ 0
2

2

 y
dt

yd
 

  特性方程式  

 

    ここに xet  を代入して 

xx ececy   sincos 21  

 

tctcy

i

sincos

01

21

2



 



 ⑵  

  

を変換するとxt

xdxxdxe

dxet

x

dx
x

cos

cossin||sinlog

tan

1














 

2

2
2

2

2

2

2

sincos

sincos

sinsin

sin

dt

yd
x

dt

dy
x

dx

dt

dt

yd
x

dt

dy
x

dt

dy

dx

d
x

dt

dy
x

dx

d

dx

yd

dt

dy
x

dx

dt

dt

dy

dx

dy

















)(

 

これらを微分方程式に代入して 

 

ty
dt

yd

xxy
dt

dy
x

xdt

yd
x

dt

dy
x













2

2

2

2

2
2 sinsin

tan

1
sincos

 

 
tctcy

i

sincos

01

21

2



 特性方程式
 

   1 つの解を BAty  と予想 

0
2

2


dt

yd
A

dt

dy
，  より tBAt    ∴ 01  BA ，  

ty   

)()(

したがって

xcxcx

tctcty

cossincoscoscos

sincos

21

21




 

ゆえに )()( xcxcxy cossincoscoscos 21   

 

 

 


