
５章 偏微分 

１節 2 変数関数と偏微分 
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 ⑴ 任意の x，y を代入できるので定義域は xy 平面の点全体。 

 

 

 ⑵ xy  より上の領域。 

 

 

 

 

 ⑶ 210 x≦ となる点全体なので 012
≦x より， 

11 ≦≦ x をみたす点全体。 

 

 

 ⑷ 10 22  yx≦ となる点全体なので 

122
≧yx  より，原点中心，半径 1 の円の外部および周。 

 

 ⑸ 0＜ xy となる点全体なので 

0＜ x かつ 0＜ y  または 0＞ x かつ 0＞ y となる領域。 

 

 ⑹ 220 yx ＜ となる点全体なので (0，0)以外の点すべて。 

 



 ⑺ )( 1yx 0 となる点全体なので 

10  yx または となる点を除くすべての点全体。 

 

 ⑻ 20 yx ＜ となる点全体なので 

2yx ＞ より 2yx  より右の領域。 
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 ⑴ 面積 xyyxf )，( について xfyf yx  ， より )()，( ≒
2cm2.481.061.088.69.71.6 f  

 ⑵ 長さ 22 yxyxf )，( について xyxf x 2
2

1
2

1
22 



)(  

yyxf y 2
2

1
2

1
22 



)(  より 

)(

)()()()，(

≒

≒

cm6.128
130

2612

130

130
130

6.2120120506.25012050120506.21206.250 2

1
222

1
2222









f
 

 

208 

 ⑴  ⑵  

 

 

 

 

 ⑶  ⑷ dy
y

xdxydz
2cos

1
tan   

 

 

 

 

 

22222222

22222222

94

366
3

2
3

2

94

84
2

2
2

2

vu

v

yx

yx

yx

y

yx

x
f

vu

u

yx

yx

yx

y

yx

x
f

v

u





























)(
)(

)(

vvuf

vvuvuu

vuuvu

vyxuyxf

v

u

cossincos2

cossincos2sinsincos3

0sin2cossinsincos3

cos2sin3

3

322

322

322









)(

)(

vevve

vvevve

vyevxef

veveveyvexf

uu

uu

uu

v

uuuu

u

2sin3sincos6

cossin4sincos2

cos4sin2

sin4cos2sin4cos2

22

22

2222









)(

)()(

)(

)(

dydxyx

dyyx

dxyxdz

2323sin

223sin

323sin







)(
)(

)()(

dyxdxy
xy

dy
xy

x
dx

xy

y
dz












2

22

1

1

11


























































 

dy
y

dx
xxy

yx

dy
xy

xy
dx

yx

xy

dy
y

x

x
dx

yx

y

dyxy
x

dx
y

yxdz

11

11

11

22

2

22

2

22

22

22



209 

 体積 yxyxf 2)，(  (但し縦と高さを x，横を y とする)について 

dyxdxyxdf 22   

 よって 体積の増加≒2･6･8･0.1＋6
2･ )()( 3cm0.66.36.91.0   
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x

y
t   より xty   z は x，y の関数 )，( yxf  であり，x と y はともに x，t の式であるとみなせるので

P.54  (Ⅱ)より 
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よって )，( xtxf  すなわち )，( yxf は t のみの式である。 
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)，()，()，()，( bafkbafbhafkbhafA   とおく。 

 

 

 

 

 

 

( x の関数 )，()，( bxfkbxf  に平均値の定理を適用。) 

 

 

 

 

( y の関数 )，( ycf x 1 に平均値の定理を適用した。) 

一方 

 

 

 

 

 

( y の関数 )，()，( yafyhaf  に平均値の定理を適用。) 

 

 

 

 

( x の関数 )，( 4cxf y に平均値の定理を適用。) 
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h→0，k→0 のとき c1→a，c2→b，c3→a，c4→b であるが 

xyf が連続なので 左辺 )，( baf xy ， yxf が連続なので 右辺 )，( baf yx である。 

よって )，()，( bafbaf yxxy  が任意の点(a，b)について成立する。 
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(因数分解の公式 )()( xyzxyzzyxzyxxyzzyx  222333 3 を適用した。←新版基

礎数学演習 P.7，問題 23) 
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 ⑴ 問題 82⑵にならって直接 zzyyxx uuu ，， を求めて加えてもよい。ここでは別解を紹介する。 

与式より 

2222 zyxu  なので ……○ア  

両辺を x で偏微分して 

33 22 xuuxuu xx   より  

よって )( xxx uuxuu 23 3  

同様に )( yyy uuyuu 23 3  

)( zzz uuzuu 23 3  であり 33 zuuyuu zy  ，  

従って  

 

 

 

 

 

よって，調和関数である。 
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 ⑵ 問題 221⑵より 

 

 

 

 

 

 

 

よって，調和関数である。 

 

なので))((

))((

))((

yxzyxu

xzyxzu

yxzzyu

z

y

x







2

2

2

02

2

2

2









)(従って

))((

))((

))((

yxxzzyuuu

yxu

xzu

zyu

zzyyxx

zz

yy

xx


