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２節 偏微分の応用 
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 ⑴ 032,2  yxyx ffyxfyxf より  となるのは )，()，( 21yx  のときのみ。 

一方， 2,1,2  yyxyxx fff  なので 3122H 2  )()，( yx  

よって 0321H ＞)，(   したがって(1，2)で z は極値 3642121 )，(f をとる。 

0221 ＞)，( xxf よりそれは極小値である。 

 

 ⑵ 1252  yxfyxf yx ，  より 0 yx ff となるのは 
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3
，)，( yx のときのみ。一方， 2,1,2  yyxyxx fff  なので 

5122H 2  )()，( yx  

よって 0
5

11

5

3
H ＜， 








  したがって 
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，  で z は極値をとらない。 

 

 ⑶ yfxxf yx 223 2  ，  より 0 yx ff となるのは 









 0

3

2
00 ，，)，()，( yx のときのみ。 

2026  yyxyxx ffxf ，， より 20226H  )()，( xyx  

よって 0400H ＜)，(  。したがって )，( 00 で z は極値をとらない。 
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
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
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



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


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，f  をとる。 
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2
＞， 








xxf  よりそれは極小値である。 

 

 ⑷ 22 3333 yxfyxf yx  ，  より 0 yx ff  となるのは 

00 22  yxyx ，  より 01 34  )( xxxx ，つまり 10，x のとき。 

したがって )，(，)，()，( 1100yx のときのみ z が極値をとる可能性あり。 

yffxf yyxyxx 636  ，， より 936H  xyyx )，(  なので 000H ＜)，( であり 

z は(0，0)で極値をとらない。一方 093611H ＞)，(  なので z は(1，1)で 

極値 0611113111 ＞)，(をとる。)，(  xxff よりそれは極小値である。 

 



 ⑸ 12333 22  yfxf yx ，  より 0 yx ff  となるのは 

)，(，)，(，)，(，)，()，( 21212121 yx のみ。 yffxf yyxyxx 606  ，， より 

xyyx 36H )，( なので )，(，)，( 21H21H  はともに負となり )，(，)，( 2121  のとき 

z は極値をとらない。 )，(，)，( 21H21H  はともに正となり )，(，)，( 2121  のとき z は極値をとる。 

極値 021182438121 ＜)，(は)，(  xxff より極大値である。 

一方， 0621182438121 ＞)，(は)，(  xxff より極小値である。 

 

 ⑹ xyfyxxf yx 42444 3  ，  より 0 yx ff  となるのは 

0112 33  ))((より， xxxxxxyyxx  であり， 

)，(，)，(，)，()，( 212100 yx  のときのみ。 

24412 2  yyxyxx ffxf ，， より 824164122H 22  xxyx )()，( であり 

000H ＜)，( より z は(0，0)で極値をとらない。 

01621H ＞)，(  より z は極値 

01824121 )，(は fz をとり，それは 021 ＞)，(xxf より極小値である。 

01621H ＞)，(  より z は極値 

01824121  )，(は fz をとり，それは 021 ＞)，( xxf より極小値である。 

 

 ⑺ 22 3993 yxfyxf yx  ， より 0 yx ff  となるのは 

422

9

1
333 xxyxyx  より， ，つまり 02727 34  )( xxxx のときだから 

30，x より )，(，)，()，( 3300yx のときのみ。 

yffxf yyxyxx 9996  ，， より 81969H  )()，( xyyx なので 000H ＜)，( であり 

z は(0，0)で極値をとらない。 

08192733H ＞)，(  なので z は(3，3)で極値 26127812733 )，(f をとる。 

0933 ＞)，( xxf よりそれは極小値である。 

 

 ⑻ yxfyxf yx 4444 3  ， より 0 yx ff  となるのは 

))((より， 1133  xxxxxyxyx のときだから 

110  ，，x より )，(，)，(，)，()，( 111100 yx のときのみ。 

4412 2  yyxyxx ffxf ，， より 1648H 2  xyx )，( なので 01600H ＜)，(  であり 

z は(0，0)で極値をとらない。 

03211H11H ＞)，()，(  なので z は )，(，)，( 1111  で 

極値 12411111  )，()，( ff をとる。 

その値は 0121111 ＞)，()，(  xxxx ff より極小値である。 
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 ⑴ 04, 22  yxyxF )( とおくと
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 ⑶ yxyxyxF loglog, )( とおくと
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 ⑷ yx eeyxyxF )( , とおくと
y

x

y

x

e

e

e

e

dx

dy











1

1

1

1 )(
 

 

92 

 ⑴ 04, 22  yxyxF )( とおくと xFx 2 ， yFy 2 より 

323,123,1  )(，)( yx FF なので 

033212  )()(は， yxl   032132  )()(は， yxl  

つまり 043  yxl は，   03  yxl は，  

 

 ⑵ 053, 33  yxyxyxF )( とおくと yxFx 33 2  ， 233 yxFy  より 

61,161,1  )(，)( yx FF なので 

01616  )()(は， yxl   01616  )()(は， yxl  

つまり 02  yxl は，   0 yxl は，  

 

 ⑶ 03, 32  yyxyxyxF )( とおき yxFx  2 ， 32  yxFy より 

33221,23141,2  )(，)( yx FF ，なので 

01323  )()(は， yxl   01323  )()(は， yxl  

つまり 01  yxl は，   03  yxl は，  

 

 ⑷ 04, 223  yxxyxF )( とおくと xxFx 23 2  ， yFy 2 より 

42,11232,1  )(，)( yx FF ，なので 

0241  )()(は， yxl   0214  )(1)(は， yxl  

つまり 094  yxl は，   024  yxl は，  
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 ⑴ 0232, 22  yxyxyxF )( とおく。 0F ， 022  yxFx となるのは 

232 222  xxx ，つまり 1x のとき。 

よって )，(，)，()，( 1111 yx のときであり 

yxyxF
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 の値は各々

2
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， であるので， 

y は )，()，( 11yx のとき極大値 1 をとり 

)，()，( 11 yx のとき極小値 1 をとる。 

 

 ⑵ 01, 22  yxyxyxF )( とおく。 0F ， 02  yxFx となるのは 

142 222  xxx のとき，つまり
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y をとる。 

 

 ⑶ 07, 32  yxyxyxF )( とおく。 0F ， 02  yxFx となるのは 

782 322  xxx のとき 07781 2  )()( xxx より 1x 。このとき 2y 。 

)，()，( 21yx で 
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xx
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 より y は )，()，( 21yx のとき極大値 2y をとる。 

 

 ⑷ 02, 22  yxxyyxF )( とおく。 0F ， 022  xyyFx となるのは 

02  xy のときなので 024 22  xxxx  

つまり 1x のとき，このとき 2y 。 

)，()，( 21yx で 0
14

4

2

2
2

＞








xxy

y

F

F

y

xx より 

)，()，( 21yx のとき y は極小値 2 をとる。 
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 ⑴ 0222  yxxyf g， ……○ア  とおくと xff xyx 211  g，，  

yy 2g より 022  xyff xyxx gg とすると xy   

○アに代入して 22 2 x より 1x   よって )，(，)，()，( 1111 yx  

211211  )，(，)，( ff  

仮定○＊より 211211 で極大値)，(，で極小値)，(   

 

 ⑵ 012 22  yxyxf g， ……○イ  とおくと yxff yxyx 4211  gg ，，， より 

024  xyff xyyx gg  このとき yx 2 である。 

○イに代入して 124 22  yy より 
6
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y   よって )複号同順(  
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従って 
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 ⑶ 012 22  yxxyf g， …○ウ  で yxxfyf yxyx 42  gg ，，， より 

024 22  xyff xyyx gg とすると yx 2 である。 

○ウに代入して 122 22  yy より
2

1
y   よって

2

2
x  

従って 

)複号同順(，
4

2
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1
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
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)複号同順(，
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





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仮定○＊より z は 
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2
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


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

















 のとき極小値，，のとき極大値，)，( yx  

 



 ⑷ 0221 2222  yxyxf g，)( ……○エ  とおくと yfxf yx 2,12  )(  

yx yx 42  gg ，  より 022412  xyyxff xyyx )(gg となるのは 

022212  )()()( xyxxyxyyx のとき。 

よって 02  yx または，  

2x をみたす y は○エよりないので不適。 

0y のとき○エより 212022 )()，(，  fx  

22 121202 )()()，( f と仮定○＊より 

)，()，( 02yx のとき極小値 212 )(  ， 

)，()，( 02yx のとき極大値 212 )(   

 

 ⑸ 04223  yxxyf g， …○オ  とおくと yxxyfyf yxyx 223 23  gg ，，， より 

03262 222224  )( xyyyxyff xyyx gg となるのは xyy 30  ， のとき。 

○オに代入すると 0y のとき xyx 32  ， のとき 1x 。 

よって  

 

 

仮定○＊より 

)，()，( 31 yx のとき極大値 33 をとり 

)，( 31  のとき極小値 33    (以上複号同順) 

 

一方 f は第 1 象限の(x，y)で正，第 4 象限の(x，y)で負の値をとるので 

)，()，( 02yx で極値をとらない。同様に，f は第 2 象限の(x，y)で負， 

第 3 象限の(x，y)で正の値をとるので )，()，( 02yx で極値をとらない。 

 

 ⑹ 012233  yxyxf g， …○カ  とおくと yxyfxf yxyx 2233 22  gg ，，， より 

0666 22  )( yxxyxyyxff xyyx gg とおくと 

○カより x 0，y 0 のとき yx  。これを○カに代入して 12 2 x  

よって )複号同順(，
2

1

2

1
 yx  

このとき
2

1

22

1
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1

2

1

2

1















 ，f  

仮定○＊より z は
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1 







 








 のとき極小値，，のとき極大値，)，( yx  

一方， 0x のとき○カより 1y だが，このときは 3yf  となるので )，()，( 10 yx では極値をとら

ない。同様に， 0y のとき 3xf  となるので )，()，( 01yx では極値をとらない。 
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3331

3331







)，(

)，(

)，(

f

f

f


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 ⑴  

 

0 yx ff となるのは yx coscos  のとき。  ＜＜＜＜ ， yx 00 より yx  ……○ア。 

このとき 02coscos  xxff yx となる。 

よって 01cos2cos 2  xx (加法定理より)。 

従って 01cos1cos2  ))(( xx  

よって 

＜＜x0 より
3


x で○アより 

3


y  

より)(

)(

)(

yxyf

yxf

yxxf

yy

xy

xx







sinsin

sin

sinsin

 

3
2

3

2

3

33








 
，xxf ……○イ  

3
332

3

33

















 
，，， yyxy ff であるから 

  0
2

3
3

33
H

2

2

＞，





















 
 となり z は 










33


，)，( yx で 

極値
2

33

2

3

2

3

2

3

3

2
sin

3
sin

3
sin

33








 
，f をとる。 

○イよりこれは極大値である。 

 

より)(

)(

yxyf

yxxf

y

x





coscos

coscos

1
2

1
cos  ，x



 ⑵  

 

0 yx ff とすると， yx sinsin  である。
2

0
2

0


＜＜＜＜ ， yx ……○ウ  で yx  ……○エ。 

このとき 0cos21sincossin2sin2sinsin  )( xxxxxxxff yx より 

2

1
cos0sin  xx ， で ○ウ  ○エ  から

3


 yx ……○オ  

なので)(

)(

)(

yxyf

yxf

yxxf

yy

xy

xx







coscos

cos

coscos

 

○オのとき 1
2

1

2

1









xxf ……○カ  

1
2

1

2

1

2

1
 yyxy ff ， より 0

2

1
1

33
H

2

2 
















＞)(，


 

よって z は 









33


，)，( yx で 

極値
2

3

2

1

2

1

2

1

33

















 
，f をとる。○カよりこれは極大値である。 

 

より)(

)(

yxyf

yxxf

y

x





sinsin

sinsin



 ⑶ )( yxxf x  coscos  ……○キ  

)( yxyf y  cossin  ……○ク  で 0 yx ff とすると， yx sincos   ……○ケである。 

また，○キより三角関数の和を積にする公式を用いて 

0
2

cos
2

cos2 



)()( yxxyxx

f x  

よって )は整数(mm
yx







22

2
 または )は整数(nn

y





22
 

したがって○キは )( 122  myx  …○キ′ または )( 12  ny  

  ≦≦ y0  より y  …○キ″ 

同様にして○クを積の形にすると 

0
2

2cos
2

2
2

cos2
2

coscos 































xyx
yyxf y )(  

よって )は整数　(ll
yx









22

2
2

 

または )は整数(ss
x









22

2  

したがって○クは 


lyx 2
2

2   …○ク′ 

または  sx 2
2

3
 であるが いま， ≦≦ x0 なので不適。 

 (ⅰ) ○キ′と○ク′をみたす(x，y)を求める。 

○キ′×2－○ク′より 

2
2243


  )( lmx  

よって 
63

224 
 




lm
x  

0≦x≦π より 
2


x で 0≦y≦π，○ケより ，0y  

したがって 















 


，，，)，(

2
0

2
yx で極値をとる可能性がある。 

 



 (ⅱ) ○キ″と○ク′をみたす(x，y)を求める。 

○キ″より y であり○ケと 0≦x≦πより
2


x  

したがって 







 


，)，(

2
yx で極値をとる可能性がある。 

なので)(

)(

)(

yxyf

yxf

yxxf

yy

xy

xx







sinsin

sin

sinsin

 

0111110
2

H 2＞)())((， 






 
より 








 0

2
，)，(


yx で 

極値 31110
2









，


f をとる。 

これは 0110
2

＜， 






 
xxf より極大値である。 

一方， 011011
2

H 2
＜)())((， 











より 









 


，)，(

2
yx で極値をとらない。 
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 ⑴ xfyf yx  ， より 0 yx ff となるのは )，()，( 00yx のときのみ。 

010  yyxyxx fff ，，  より 01000H 22
＜)，(   

よって )，( yxf は(0，0)で極値をとらない。 

よって極値なし。 

 

 ⑵ yfxf yx 24  ， より 0 yx ff となるのは )，()，( 00yx のときのみ。 

204  yyxyxx fff ，，  より 00800H 2
＜)，(   

よって )，( yxf は(0，0)で極値をとらない。 

よって極値なし。 

 

 ⑶ )(，)( 22 24   yxfxyf yx  より 0 yx ff となるのは 

0
2

0
4

22


y
x

x
y ， より 04  yy ， 013  )(yy で y 0 より 1y 。 

このとき 2x 。よって )，()，( 12yx で極値をとる可能性がある。 

33 418   yffxf yyxyxx ，，  より 233 148H   yxyx )，( で 01412H ＞)，(  なので 

(2，1)で極値 622212 )，(f をとる。 

0112 ＞)，( xxf よりこれは極小値。 

 



 ⑷ )(，)( 22   yaxfxayf yx より 0 yx ff となるのは 

412222 yaayayayxaxy   )(より， なので 。)( 034  ayyayy  

y 0 より 3

1

ay   よって 3

1

ax   

従って













3

1

3

1

aa ， で極値をとる可能性がある。 

33 212   ayffaxf yyxyxx ，， より 03122H 113

1

3

1

＞， 












 aaaaaa なので 

極値 3

2

3

2

3

2

3

2

3

1

3

1

3aaaaaaf 












， をとる。 

これは 022 13

1

3

1

＞， 












aaaaf xx より極小値である。 

 

 ⑸ 1122 33   yxyxyxf  より 22 3232   yyxfxyxf yx ，  であり 

0 yx ff となるのは 22 3232   yyxxyx ，  ……○ア  

つまり 3232 3223  yxyyxx ， のとき。 

0222 22333223  xyyxyxyxyyxx )(より  

従って 

 

 

 

 

 

 

 

yx   このとき○アより 233  xx で 1x ， 1y  

33 62162   yffxf yyxyxx ，， より 01811H 22 ＞)，(  となり(1，1)で 

極値 911311111  )()，(f をとる。 

06211 ＞)，( xxf よりこれは極小値。 

 

以外のとき)()(より
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


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
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
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

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


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








yx

yyxyxyyyxyx

yxyxyxyxyxyx

yxyxyxyxyx



 ⑹ 0223 2  yxxf x  ……○イ  

0223 2  xyyf y  とすると 

辺々引いて 03 22  )( xy  より xy  。○イに代入して 03 2 x ， 043 2  xx 。 

これと○イより )，()，( 00yx ， 









3

4

3

4
，  のとき，極値をとる可能性がある。 

26226  yffxf yyxyxx ，，  より 02200H 22 )，( 。 

(0，0)の近くでの z の変化を考えると xy  のとき 02 22233  xxxxxz  

よって(0，0)で極値をとらない。 

043622
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



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








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


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
 より 










3

4

3

4
， で 

をとる

，極値
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4
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4
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4
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















f

 

これは より極大値， ＜062
3

4
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3

4

3

4
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






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






xxf  

 

 ⑺ xyxf x 412 3   ……○ウ  

)( yxyxf y  22 222  で 0 yx ff  となるのは 2xy  を○ウに代入して 

)，()，( 00yx のときのみ。 

24436 2  yyxyxx fxfyxf ，，  より 002000H 2 )，(  

 

 

 

 

のとき，かつ 00
3

2  y
y

x すなわち )，()，( 00yx のときのみ等号成立。 

)，( yx )，( 00 のとき 0＞z   よって z は )，()，( 00yx で極小値 000 )，(f をとる。 
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2
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ここで　

y
y
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y
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xyyxz


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
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
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
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
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















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 ⑻ 0224 3  yxxf x  ……○エ  

0224 3  yxyf y  となるのは 044 33  yx  より 022  )()( yxyxyx  ……○オ  

ここで 0
4

3

242

2

2

2
22

22 
















 y

y
xy

yy
xyxyx  となるのは 

つまりのとき，かつ 0
2

 y
y

y )，()，( 00yx のときのみ。 

)，( yx 0 のときは ○オより xy  。このとき○エより 01444 23  )(xxxx  

従って 10  ，x で )，()()( 11,0,0, yx  (複号同順) 

2122212 22  yffxf yyxyxx ，，  より 02200H 22  )()，( 。 

ここで，(0，0)近くでの z の変化をみると 

0y のとき )( 12224  xxxxz で(0，0)のとき 0200 ＜)，( xxf より極大であり 

xy  のとき 42xz  で(0，0)のとき極小になっている。従って z は(0，0)で極値をとらない。 

一方 021011H 22
＞)，(   より )，()，( 11 yx で極値 21211111  )，( f をとる。 

これは 01011 ＞)，(  xxf より極小値である。 
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 ⑴ 0422  yxF とおくと xFx 2 ， yFy 2 なので 

)与式より( 4
4
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x
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 ⑵ 0223  xyxF とおくと 223 yxFx  ， xyFy 2 より 

 

 
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 ⑶ 03 33  yaxyxF  

22 3333 yaxFayxF yx  ，  より  

 

 yayxyayxayyaxayaxx
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yyaayxyaxyax
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ayx

yax

ayx
y





















)()()()(
)(

))(())((
)(

2222

22

22

22

2

2

2

2

22
1

22
1

33

33

 

(ここで，上の yの式を変形した ayxyyax  22 )( を用いる) 

 

 

32

3
34422

32

32224323223242232

32

2224322234222

32

2

22
22

22

2
3

2

22
2

22
2

222
1

)(
)(

)(

)(

)()()(
)(

)(

)(
)()(

)(

yax

xya
xyayxxyyax

yax

yayaxyxyaxyayaxxaxyyaxxa
yax

yayaxxyayxyayxaxayaxyxax
yax

yax

ayx
yayxayaxx

yax

































 

(与式より， 03 33  yaxyx ) 

 

 ⑷ 012 22  bycxyaxF とおくと bycxFcyaxF yx 2222  ， より 

bycx

cyax
y




  …○カ  よって 

 

 ybcyaxccyaxbycxycbycxa
bycx

ybccyaxbycxyca
bycx

y












)()()()(
)(

))(())((
)(

2

2

1

1

 

(○カより， )()( cyaxbycxy  ) 

 

 

 

3

2

222

3

22222

3

3222222

3

22222222222

3

22

3

2

2

12
1

22
1

22
1

222
1

2
1

2
1

)(

)与式より，()(
)(

)()(
)(

)(
)(

)()()(
)(

)())(()(
)(

)(
)()(

)(

bycx

abc

cxybyaxabc
bycx

axbycxyabcxybyaxc
bycx

xycybcyababcxyxac
bycx

ycacxyxabbcyxycabxyacxcybbcxyxca
bycx

cyaxbbycxcyaxcbycxa
bycx

bycx

bcyax
cyaxcbycxa

bycx





















































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 ⑴ 02  nm yxF とおくと 11   n

y

m

x nyFmxF ， より 

nFmF yx  )，(，)，( 1111 なので，接線は 011  )()( ynxm より 

 nmnymx   

法線は 011  )()( ymxn より mnmynx   

 

 ⑵ 01  nm yxF とおくと 11   nm

y

nn

x nyxFymxF ， より 

nFmF yx  )，(，)，( 1111 なので，接線は 011  )()( ynxm より 

 nmnymx   

法線は 011  )()( ymxn より mnmynx   

 

 ⑶ 01
2

2

2

2


b

y

a

x
F とおくと y

b
Fx

a
F yx 22

22
 ， より 

2

0
002

0
00

22

b

y
yxF

a

x
yxF yx  )，(，)，(  

より接線は 

0
22

02

0
02

0  )()( yy
b

y
xx

a

x
 

よって 2
2222 2

02

2

022

0

2

0  y
b

x
a

y
b

y
x

a

x
 

(P は楕円上にあるので， 1
2

2

0

2

2

0 
b

y

a

x
) 

よって 1
2

0

2

0  y
b

y
x

a

x
 

法線は 0
22

02

0
02

0  )()( yy
a

x
xx

b

y
 

よって 
2

00

2

00

2

0

2

0

a

yx

b

yx
y

a

x
x

b

y
  

 



 ⑷ 042  mxyF より yFmF yx 24  ，  より 

  myxFx 400 )，( ， 000 2yyxFy )，( なので 

接線は 024 000  )()( yyyxxm で
2

000 2424 ymxyymx   

)( 00 yx ， は放物線上にあるので 0

2

0 4mxy  だから 

000 8424 mxmxyymx   

よって )( 00 2 xxmyy   

接線は 00 22 mxyymx   

法線は 042 000  )()( yymxxy より 

    0000 4242 myyxmyxy  で 0000 22 myyxmyxy   

 

 ⑸ 0 mxyF より xFyF yx  ， より 000000 )()( xyxFyyxF yx  ，，，  

よって接線は 

00000  )()( yyxxxy より 

0000 2 yxyxxy   

)，( 00 yx は双曲線上にあるので myx 00 である。 

よって 

接線は myxxy 200   

法線は 00000  )()( yyyxxx  より 
2

0

2

000 yxyyxx   

 

 ⑹ 01
2

2

2

2


b

y

a

x
F とおくと y

b
Fx

a
F yx 22

22 
 ， なので 

2

0
002

0
00

22

b

y
yxF

a

x
yxF yx


 )，(，)，(  

よって接線は 

0
22

02

0
02

0 


 )()( yy
b

y
xx

a

x
より 2

2222
2

2

0

2

2

0

2

0

2

0 



b

y

a

x
y

b

y
x

a

x
 

( )，( 00 yx は双曲線上の点なので l
b

y

a

x


2

2

0

2

2

0 である。) 

従って 1
2

0

2

0  y
b

y
x

a

x
 

法線は 0
22

02

0
02

0 


)()( yy
a

x
xx

b

y
より

2

00

2

00

2

0

2

0

a

yx

b

yx
y

a

x
x

b

y
  
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 ⑴ 0222222  )()( yxayxF とおくと xaxyxFx

222 222  )(  

00  xFF ， をみたす点を求める。 

0xF より 022 222222  })({)( ayxxxaxyx で 0x ，または 2222 ayx  )( 。 

0F に代入すると 0x のとき 

 0222224  )( ayyyay より 0y 。 

一方 
2

2
22 a

yx  …○アを 0F に代入すると 

 )(
4

222
4

yxa
a

 より
4

2
22 a

yx  …○イ   ○ア＋○イより  22

4

3
2 ax  。 

よって 0
8

3 22
＞，aax  より， ayax

22

1

22

3
 ，  

以上により極値をとる候補は次の 5 点 













 












 












 













aaaaaaaa

22

1

22

3
E

22

1

22

3
D

22

1

22

3
C

22

1

22

3
B00A ，，，，，，，，)，(  

A では 0yF となるのでこれは不適として除外する。 

222 234 ayxFxx  )( ， yayyxFy

222 222  )( より B，D のときは 

22222 252
8

1

8

3
34 aaaaaFxx 








 ， 3

33
2

2

2
2222

1
2

2

1

2
2 a

aa
aaa

a
Fy   

よって 0
2

3

2

3
3

2

＜
aa

a

F

F

y

xx  。 

C，E のとき， xxF は B，D のときと同じで 

  3332
2

2
2

1

2

1

22

1
2

2

1

2
2 aaaaaa

a
Fy 








  

よって 0
2

3

2

3
3

2

＞
aa

a

F

F

y

xx   

従って B，D で極大値 ay
22

1
  

    C，E で極小値 ay
22

1
  

 

 (注)  sincos ryrx  ， として与式を極方程式に直すと 

)()(  2222222222 sincossincos rrarr   より 2cos22 ar  となり曲線の形を理解しや

すくなる。 

 

 



 ⑵  322 2ayxxyF  とおくと 22 22 xxyFxyyF yx  ， である。 

00  xFF ， をみたす点を求めると 

0xF より 02  )( xyy で， xyy 20  ， である。 0y のとき 02 3  aF となって不適。 

xy 2 のとき 022224 33333  axaxxF 。 0＞a より ax  。 

このとき ay 2 。よって(a，2a)で極値をとる可能性がある。 

aaaFyF xxxx 422  )，(より  

22 3222 aaaaaaFy )，(  

より 0
3

4

3

4
2

＞
aa

a

F

F

y

xx 


  だから ax  のとき極小値 ay 2 をとる。 
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条件 0 cbyaxyx )，(g のもと AP の長さの 2 乗 2

0

2

0 )()()，( yyxxyxf  の最小値を求める。 

)(，)( 00 22 yyfxxf yx   

ba yx  gg ， なのでラグランジュの乗数 λを用いると，極値をとる点(x，y)では 教 P.119④⑤より 

02 0  axx )(  かつ 02 0  byy )( をみたす必要がある。 (λはラグランジュの乗数)  

つまり
22

00

 b
yy

a
xx  ， より 










22
00

 b
y

a
xyx ，)，(  ……○アのとき 

2
2222

422
)( 

 baba
yxf




















，  

ここでλは，○アが条件 0)，( yxg をみたすことより 

 0
22

00 
















 c

b
yb

a
xa


だから 

2

22

00

ba
cbyax


 で 

 4
4

2
222

2

00
22

22

00 













)(

)()(

ba

cbyaxba

ba

cbyax
  

これが極値の候補だが，いま，極値があり，それが最小値であることが分っている。 

よって答は 
22

00 ||

ba

cbyax




 (a，b は同時に 0 とならない。) 
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円の半径を a とし，直径以外の 3 辺の各内角の大きさを x，y， )( yx  とする。 

このとき四角形の面積 )，( yxf は 

2

sinsinsin

2

sin

2

sin

2

sin

2 )}({

))((
)，(

yxyxa

yxaayaaxaa
yxf















 

よって問題 95 と同じ問題になる。その解答より )( yxyx  sinsinsin  

(  ＜＜＜＜ ， yx 00 ) は 








33


，)，( yx のとき極大値をとる。 

よって 
3


 yx のとき面積は最大値をとる。 
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3 辺の長さを x，y， )( yxk  とすると 

直方体の体積 22 xyyxkxyyxkxyyxf  )()，( であり 

  02 2  yxykyf x  …○ア  

  022  xyxkxf y  …○イ  

とおくと○ア－○イより 

0 )}(){())(()( xykxyxyxyxyk で 

xy  または yxk  。後者では三角形ができず不適。前者では○アより kyx
3

1
 となる。 

xfykfyf yyxyxx 222  ，， より 

0
33

2

3

2

33
H

222

＞，
k

kkk
kk

















 









 となり )( yxf ， は 









33

kk
， で極値 

2733

3kkk
f 








， をとり 0

3

2

33
＜， kf xx 







 
よりそれは極大値。 

つまり，一辺
3

k
の立方体のとき体積は最大である。 

注 前問と同様 3 辺の長さを x，y，z とし条件 0 kzyxzyx )，，(g のもと xyzzyxf )，，( の最大

を考えてもよい。 

注 相加平均と相乗平均の関係より x，y，z が正数のとき 

   3

3
xyz

zyx
≧


 

今 kzyx  より xyz
k

≧
27

3

として
3

k
zyx  のとき xyzzyxf )，，( の最大は

27

3k
であるとし

てもよい。 
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円の半径を k とし三角形の各辺の中心角を x，y， yx 2 とする。 

三角形の面積  

 

 

 

0coscos
2

2

 ))(( yxx
k

f x  ……○ア  

0coscos
2

2

 ))(( yxy
k

f y  ……○イ  

面積が最大になるのは三角形が鋭角三角形または直角三角形のときなので 

  2020 ＜≦＜≦＜ ，， yxyx  とする ……○ウ  

となるのは yx coscos  のときで ○ウ  より yx   ○ア  より 

01cos1cos21coscos2

1cos2cos1cos2cos2coscos

2

22





))(()(

)(

xxxx

xxxxxx
 

となるのは
2

1
1cos  ，x のとき。 

○ウより 
3

2
x  よって 

3

2
y である。 

)(

))((

))((

yx
k

f

yxy
k

f

yxx
k

f

xy

yy

xx







sin
2

sinsin
2

sinsin
2

2

2

2

 

 

よって  

 

 

 

 

 

 

 

よって正三角形のとき面積は最大である。 

 

注 各辺の内角を x，y，z とし，条件 2 zyxzyx )，，(g のもとで 

)sinsin(sin
2

)(
2

zyx
k

zyxf ，， の最大を考えてもよい。 

より))((

))((　

)，(

yxyx
k

yxkk

ykkxkkyxf







sinsinsin
2

2sin
2

1

sin
2

1
sin

2

1

2



  る。よりこれは極大値であ，

をとる。

，より極値

，

＜

＞

03
233

4

33

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2
0

4

3
3

4

2

3

22

3

2

3

23

2

3

2
H

2

2
2

4

2
2

2
2











































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縦，横，高さを各々x，y，z とすると kxyz  の仮定から
xy

k
z  であり 

表面積 









xy
kxy

xy

k
y

xy

k
xxyyxf

11
222)，(  

02 2   )( xkyf x  ……○ア  

02 2   )( ykxf y  のとき 22

22

22
xyyx

y

k
x

x

k
y  より，  

よって 0 )( yxxy  従って yx    ○アより 3 2kyx  である。 

33 22122   ykffxkf yyxyxx ，， より 

 

 

 

 

 

 

 

よって縦 3 2k ，横 3 2k ，高さ
2

23 k
のとき表面積は最小。 

 

注 0 kxyzzyx )，，(g の条件のもと yzxzxyzyxf 22 )，，( の最小を考えてもよい。 
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)()()，( 222222 2 yxayxyxf   に対し 

 

                 ……○ア  

同様に 04 222  )( ayxyf y  ……○イ  

とすると「 0x  または 222 ayx  」かつ「 0y  または 222 ayx  」なので 

)，(，)，(，)，()，( 0000 aayx   

 

 

 

04400H 22
＜)，( aa  より f は )，( 00 で極値をとらない。 

0640880H 422
＞)，( aaaa  より f は )，( 0a で 

  極値 4224 20 aaaaaf  )，( をとる。 

080 2
＞)，( aaf xx  よりこれは極小値 

 

   で極値，はより， ＞
33

2

33 2201
2

1
422H kkf

k
kkk 










     

 

   
3

2
3

2
3

33

2
3

3

2
333

2
2

1

2

2

2

1

2

0222

22
2

1
2222

k
k

k

k

k
z

kkf

k
k

kkkkf

xx







またこのとき

よりこれは極小値。，

をとる。，

＞

04

2222

222

222





)(

)(

ayxx

xaxyxf x

より

)(

)(

yxf

yyayxf

xxayxf

xy

yy

xx

24

244

244

222

222






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22 yxyxyxfz  )，( とする。 

 0202  yxfyxf yx ， とすると )，()，( 00yx  

212  yyxyxx fff ，， より 012200H 2
＞)，(   

 よって f は(0，0)で極値 000 )，(f をとる。 

0200 ＞)，( xf よりこれは極小値 ……○ア  

一方， 0122  yxyx )，(g  ……○イ  としてこの条件のもと f の極値を求める。 








y

yx

x

yx
yx yx

2

2

2

2
22 より，gg  (ラグランジュの乗数) 

より xyxyxy 4224 22   

よって 022  xy  従って xy   で○イに代入して 12 2 x 。 

よって 
2

1
x  従って 





















2

1

2

1

2

1

2

1
，，，  のとき極値をとる可能性がある。 

122  yx の条件のもとでは f が最大最小をとることを既知として次の値は最大値と最小値である。…○ウ  

 
2

3

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1









 ，f  

 
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1









 ，f  

○ア  ○ウ  より 122
≦yx  をみたす点については 







 











2

1

2

1

2

1

2

1
，，，)，( yx のとき最大値

2

3
を

とり， )，()，( 00yx のとき最小値 0 をとる。 
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△ABC について 3 辺の長さを各々 cba  ABCABC ，， とおく。 

また，三角形内部の一点 P から BC，CA，AB におろした垂線の長さを各々x，y，z とおく。 

今， )一定値(△ kABC とおくと kczbyax 
2

1

2

1

2

1
ABC△ であり

c
byaxkz

1
2 )(   …＊ 

従って題意の距離の平方和を )，( yxf とおくと 

2

2
22 2

c

byaxk
yxyxf

)(
)，(


  

)()(，)()( bbyaxk
c

yfabyaxk
c

xf yx  2
2

22
2

2
22

 

について 0 yx ff となるのは 

02 22  abyxaakxc  ……○ア  

02 22  ybabxbkyc  ……○イ  

○ア×b－○イ×a より 

02 222  yabbxaabkxbc  

0

02

2

222





)( aybxc

yabbxaabkyac
 

よって aybx  。これを○アに代入して 02 222  xbxaakxc  よって 

 
222

2

bba

ak
x


  ……○ウ  

同様に aybx  を○イに代入して 02 222  ybyabkyc より 

 
222

2

cba

bk
y


  ……○エ  

より))((

))((

))((

bb
c

f

ab
c

f
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c

f

yy

xy

xx







2

2

2

2
2

2

2
2

 

0
4444

4

22
2

2
2

22
H

4

22

4

22

2

2

2

2

2

22

2

2

2

222222

＞

，

c

ba

c

ba

c

a

c

b

c

ab

c

b

c

a

cba

bk

cba

ak








































 

なので f は○ウ，○エの )，( yx において極値 

    
2

222

2

222

2

222

222


































cba

ck

cba

bk

cba

ak
yxf )，(  



なぜなら＊より x，y が各々○ウ，○エで 

222222

2

222

2 222
2

1

cba

ck

cba

kb

cba

ka
k

c
z
















  ……○オ  

0
2

2
2

2

＞
c

a
f xx   よりこれは極小値である。 

)，( yxf は x，y の 2 次式であるからこれが最小値である。 

以上により )，( yxf が最小となる点 P は，辺 BC，CA，AC からの距離が各々①，②，③であるような位置

である。 

222

2

cba

ak
x


  ……① 

222

2

cba

bk
y


  ……② 

222

4

cba

ck
z


  ……③ 

 

別解 02  kczbyaxzyx )，，(g の条件のもと 222 zyxzyxf )，，( の最小を考えてもよい。 


c

z

b

y

a

x
cbazfyfxf zyxzyx

222
222 より，，，，， ggg  

条件 0g に代入して 02  kx
a

c
cx

a

b
bax  

222

2

cba

ak
x


  

同様にして 
222222

22

cba

ck
z

cba

bk
y





 ，  

辺 BC，CA，AC からの距離が各々これらの x，y，z である点 P が f を最小にする。 
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3 辺の長さが x，y，z のとき仮定より kzyx 2 (一定値) よってヘロンの公式より 

))()((△ kyxykxkk ABC  

そこで 

))()(()，( kyxykxkyxf  が最大になる x，y を求める。 

022

1





))(())((

))(())()((

xykykxkkyxyk

ykxkkyxykf x
 

022

1





))(())((

))(())()((

yxkxkykkyxxk

ykxkkyxxkf y

 

とすると yk  または kxy 22   かつ xk  または kyx 22   

今，k x，k y より yxxy 22    よって yx   

従って ykxkx 
3

2
23 ，  

 

 

 

 

0
9

1

9

4

3
2

33

2

3

2
H 22

22

＞)(， kk
kk

kk 

























で f は 








kk

3

2

3

2
， で 

極値 3

27

1

3

1

3

1

3

1

3

2

3

2
kkkk

kk
f 








， をとり 

0
3

2

3

1

3

1
＜， kkkf xx 








よりこれは極大値。よって 








kk

3

2

3

2
， のとき，つまり正三角形のとき面積は

最大になる。 

 

別解 kzyx 2 (一定)のとき ))()((△ zkykxkk ABC  ……○アの最大を求める為， 

条件 02  kzyxyx )，(g のもと ))()(()，( zkykxkyxf  を調べる。 

より，，

))((

))((

))((

111 







zyx

z

y

x

g

ykxkf

zkxkf

zkykf

gg

 










111

))(())(())(( ykxkzkxkzkyk
で 

○アより x k，y k，z k なので 

 ykzkxkyk  かつ 。 

よって zyx  。 0g に代入して kzyx
3

2
  すなわち正三角形のとき f 

より))((

))(())((

))((

2

32222

1221

2









xkf

kyxykxyk

ykxykf

ykf

yy

xy

xx



つまり△ABC は最大となる。 

注 問題 36 の解答の(注)と同様，相加平均，相乗平均の関係式。正数 a，b，c に対し 

3

3
abc

cba
≧


(等号成立は cba  のとき)を用いてもよい。 

○アで zkykxk  ，， は正数なので 

3

3

1
)) )()()(≧)}(({( zkykxkzkykxk  より 

3

3
))()((≧ zkykxk

k
 ，等号成立は zkykxk  のとき。 

つまり zyx  のとき。従って kzyx
3

2
 の正三角形のとき 

△ABC は最大値
333

23
kk

k 







 をとる。 
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問題 100 の解答と同様の方法をとればよい。 

定点 )，，( 000A zyx と平面上の一点 P(x，y，z)との距離の 2 乗 )，，()()()( zyxfzzyyxx  2

0

2

0

2

0 の

最小を条件 0 czbyaxzyx )，，(g のもとで考える。 

で)，，(が極値をとるより，，，)(

)(，)(

zyxfcbazzf

yyfxxf

zyxz

yx





ggg0

00

2

22
 

020202 000  czzbyyaxx  )(かつ)(かつ)(  

をみたす必要がある。(λはラグランジュの乗数) 

よって 

222
000

 c
zz

b
yy

a
xx  ，，  …○ア  

これらを f (x，y，z)に代入して 

  2
222222

4222



































cbacba
f  

○アを 0)，，( zyxg に代入すると 

 0
2222

222

000

2

0

2

0

2

0 


 
 cba

czbyax
c

cz
b

by
a

ax  

よって
222

2

000

222

000

2 cba

czbyax

cba

czbyax











)()(
が極値の候補だが，今 f には極値がありそれが最小値

であることが分っているので答は 

  
222

000 ||

cba

dczbyax




  (与式より a，b，c は同時に 0 とならない。) 

 


