
新版微分積分 I演習 解答

2章の問題

1

lim
𝑥→−1

𝑓(𝑥) = 𝑓(−1) であればよい。

lim
𝑥→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−1

𝑥3 + 1

𝑥+ 1
= lim

𝑥→−1

(𝑥+ 1)(𝑥2 − 𝑥+ 1)

𝑥+ 1
= lim

𝑥→−1
(𝑥2 − 𝑥+ 1) = 3 ∴ 𝑎 = 3

2

1⃝ は誤り。正しくは
{
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)

}′
= 𝑓 ′(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)

2⃝ は誤り。正しくは (𝑐)′ = 0

3⃝ は誤り。正しくは {𝑓(𝑥)3}′ = 3𝑓(𝑥)2𝑓 ′(𝑥)
4⃝ は正しい。
5⃝ は正しい。

6⃝ は誤り。正しくは
(

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)

)′
=

𝑓 ′(𝑥)𝑔(𝑥)− 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)
{𝑔(𝑥)}2

よって，正しいものは 4⃝ と 5⃝
3

(1) 𝑦′ = 𝑒𝑥
2+2𝑥 ⋅ (2𝑥+ 2) = 2(𝑥+ 1)𝑒𝑥

2+2𝑥

(2) 𝑦′ =
cos𝑥 ⋅ (𝑥+ 1)− sin𝑥 ⋅ 1

(𝑥+ 1)2
=

(𝑥+ 1) cos𝑥− sin𝑥

(𝑥+ 1)2

(3) 𝑦′ =
− sin𝑥 ⋅ √ 𝑥 − cos𝑥 ⋅ 1

2
√

𝑥

𝑥
= − 2𝑥 sin𝑥+ cos𝑥

2𝑥
√

𝑥

(4) 𝑦′ =
1

log 𝑥
⋅ 1

𝑥
=

1

𝑥 log 𝑥

(5) 𝑦′ = 2𝑥 sin(3𝑥+ 5) + 3𝑥2 cos(3𝑥+ 5)

(6) 𝑦′ = cos𝑥 ⋅ 2sin 𝑥 log 2

4

𝑓 ′(𝑥) = 2𝑒2𝑥 ⋅ sin 3𝑥+ 𝑒2𝑥 ⋅ 3 cos 3𝑥 = 𝑒2𝑥
(
2 sin 3𝑥+ 3 cos 3𝑥

)
∴ 𝑓 ′(0) = 𝑒0

(
2 sin 0 + 3 cos 0

)
= 3

5

𝑓(𝑥) = log 𝑥 とおく。

𝑓 ′(1) を定義にしたがって求めると 𝑓 ′(1) = lim
ℎ→0

log(1 + ℎ)− log 1

ℎ
= lim

ℎ→0

log(1 + ℎ)

ℎ

一方，𝑓(𝑥) を微分すると 𝑓 ′(𝑥) =
1

𝑥
だから，𝑓 ′(1) = 1

よって， lim
ℎ→0

log(1 + ℎ)

ℎ
= 1 を得る。

∴ lim
𝑥→0

5

3𝑥
log(1 + 2𝑥) =

10

3
lim
𝑥→0

log(1 + 2𝑥)

2𝑥
=

10

3
6

lim
𝑥→0

√
9− 8𝑥+ 7 cos 2𝑥 − (𝑎+ 𝑏𝑥)

𝑥2
= 𝛼 とすると

lim
𝑥→0

{√
9− 8𝑥+ 7 cos 2𝑥 − (𝑎+ 𝑏𝑥)

}
= lim

𝑥→0

{√
9− 8𝑥+ 7 cos 2𝑥 − (𝑎+ 𝑏𝑥)

𝑥2
⋅ 𝑥2

}
= 𝛼 ⋅ 0 = 0

一方 lim
𝑥→0

{√
9− 8𝑥+ 7 cos 2𝑥 − (𝑎+ 𝑏𝑥)

}
=

√
9− 0 + 7 − (𝑎+ 0) = 4− 𝑎

∴ 4− 𝑎 = 0 ∴ 𝑎 = 4



同様にして

lim
𝑥→0

√
9− 8𝑥+ 7 cos 2𝑥 − (4 + 𝑏𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→0

{√
9− 8𝑥+ 7 cos 2𝑥 − (4 + 𝑏𝑥)

𝑥2
⋅ 𝑥

}
= 𝛼 ⋅ 0 = 0

一方 lim
𝑥→0

√
9− 8𝑥+ 7 cos 2𝑥 − (4 + 𝑏𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→0

(9− 8𝑥+ 7 cos 2𝑥)− (16 + 8𝑏𝑥+ 𝑏2𝑥2)

𝑥
{√

9− 8𝑥+ 7 cos 2𝑥 + (4 + 𝑏𝑥)
}

= lim
𝑥→0

−7(1− cos 2𝑥)− 8(𝑏+ 1)𝑥− 𝑏2𝑥2

𝑥
{√

9− 8𝑥+ 7 cos 2𝑥 + (4 + 𝑏𝑥)
} = lim

𝑥→0

−7 ⋅ 2 sin2 𝑥− 8(𝑏+ 1)𝑥− 𝑏2𝑥2

𝑥
{√

9− 8𝑥+ 7 cos 2𝑥 + (4 + 𝑏𝑥)
}

= lim
𝑥→0

−14 ⋅ sin𝑥

𝑥
⋅ sin𝑥− 8(𝑏+ 1)− 𝑏2𝑥

√
9− 8𝑥+ 7 cos 2𝑥 + (4 + 𝑏𝑥)

=
−14 ⋅ 1 ⋅ 0− 8(𝑏+ 1)− 0√

9 + 7 + 4
= 𝑏+ 1

∴ 𝑏+ 1 = 0 ∴ 𝑏 = −1
したがって，求める極限値は

lim
𝑥→0

√
9− 8𝑥+ 7 cos 2𝑥 − (4− 𝑥)

𝑥2
= lim

𝑥→0

−14 ⋅ sin2 𝑥

𝑥2
− 1

√
9− 8𝑥+ 7 cos 2𝑥 + (4− 𝑥)

= − 15

8

7

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 とおくと 𝑓 ′(𝑥) = 2𝑎𝑥+ 𝑏， 𝑓 ′′(𝑥) = 2𝑎

𝑓 ′′(𝑥) + 𝑥𝑓 ′(𝑥)− 2𝑓(𝑥) = 𝑥 より 2𝑎+ 𝑥(2𝑎𝑥+ 𝑏)− 2(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐) = 𝑥

∴ (𝑏+ 1)𝑥+ 2(𝑐− 𝑎) = 0 ∴

{
𝑏+ 1 = 0 … 1⃝
𝑐− 𝑎 = 0 … 2⃝

また，𝑓(1) = 𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 5 … 3⃝
1⃝， 2⃝， 3⃝ より 𝑎 = 3，𝑏 = −1，𝑐 = 3 ∴ 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 − 𝑥+ 3

8

(1) 𝑦′ = 𝑎𝑒𝑎𝑥 sin 𝑏𝑥+ 𝑒𝑎𝑥 ⋅ 𝑏 cos 𝑏𝑥 = 𝑒𝑎𝑥(𝑎 sin 𝑏𝑥+ 𝑏 cos 𝑏𝑥)

𝑦′′ = 𝑎𝑒𝑎𝑥(𝑎 sin 𝑏𝑥+ 𝑏 cos 𝑏𝑥) + 𝑒𝑎𝑥(𝑎𝑏 cos 𝑏𝑥− 𝑏2 sin 𝑏𝑥) = 𝑒𝑎𝑥
{(

𝑎2 − 𝑏2
)
sin 𝑏𝑥+ 2𝑎𝑏 cos 𝑏𝑥

}
(2) 𝑦′ = 𝑎𝑒𝑎𝑥 sin 𝑏𝑥+ 𝑏𝑒𝑎𝑥 cos 𝑏𝑥 = 𝑎𝑦 + 𝑏𝑒𝑎𝑥 cos 𝑏𝑥 ∴ 𝑒𝑎𝑥 cos 𝑏𝑥 =

𝑦′ − 𝑎𝑦

𝑏

𝑦′′ =
(
𝑎2 − 𝑏2

)
𝑒𝑎𝑥 sin 𝑏𝑥+ 2𝑎𝑏𝑒𝑎𝑥 cos 𝑏𝑥 =

(
𝑎2 − 𝑏2

)
𝑦 + 2𝑎𝑏 ⋅ 𝑦′ − 𝑎𝑦

𝑏
= 2𝑎𝑦′ − (

𝑎2 + 𝑏2
)
𝑦

9

(1) 𝑦′ =
1

2
√

𝑥2 + 1
⋅ 2𝑥 =

𝑥√
𝑥2 + 1

だから，点
(
𝑎,
√

𝑎2 + 1
)
における接線の方程式は

𝑦 −
√

𝑎2 + 1 =
𝑎√

𝑎2 + 1
(𝑥− 𝑎)

∴ 𝑦 =
𝑎√

𝑎2 + 1
𝑥− 𝑎2√

𝑎2 + 1
+

√
𝑎2 + 1 =

𝑎√
𝑎2 + 1

𝑥+
−𝑎2 + 𝑎2 + 1√

𝑎2 + 1

=
𝑎√

𝑎2 + 1
𝑥+

1√
𝑎2 + 1

𝑥切片を求めるため，𝑦 = 0を代入すると

0 =
𝑎√

𝑎2 + 1
𝑥+

1√
𝑎2 + 1

∴ 0 = 𝑎𝑥+ 1 ∴ 𝑥 = − 1

𝑎

題意より，− 1

𝑎
= − 1

7
だから 𝑎 = 7 ∴ ア：7

(2) 接点の 𝑥座標を 𝑐とすると，接点の 𝑦座標を考えれば，題意より 𝑐 = 𝑎𝑐 … 1⃝
𝑦 = 𝑎𝑥 を微分すると 𝑦′ = 𝑎𝑥 log 𝑎で，接線の傾き 1だから，𝑎𝑐 log 𝑎 = 1 … 2⃝
1⃝， 2⃝より 𝑐 log 𝑎 = log 𝑎𝑐 = 1 ∴ 𝑎𝑐 = 𝑒 … 3⃝
1⃝， 3⃝より 𝑐 = 𝑒 … 4⃝
1⃝， 4⃝より 𝑎 = 𝑐

1
𝑐 = 𝑒

1
𝑒 以上よりイ：𝑒

1
𝑒，ウ：𝑒，エ：𝑒
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(1) 真数条件より 𝑥 > 0

𝑓 ′(𝑥) =
1

𝑥
log 𝑥+ (log 𝑥− 1)

1

𝑥
=

1

𝑥
(2 log 𝑥− 1)

∴ 𝑓 ′(𝑥) = 0ならば log 𝑥 =
1

2
すなわち 𝑥 = 𝑒

1
2 =

√
𝑒

𝑓 ′′(𝑥) = − 1

𝑥2
(2 log 𝑥− 1) +

1

𝑥
⋅ 2

𝑥
= − 1

𝑥2
(2 log 𝑥− 3)

∴ 𝑓 ′′(𝑥) = 0ならば log 𝑥 =
3

2
すなわち 𝑥 = 𝑒

3
2 =

√
𝑒3

𝑥 0 ⋅ ⋅ ⋅ √
𝑒 ⋅ ⋅ ⋅

√
𝑒3 ⋅ ⋅ ⋅

𝑓 ′(𝑥) × − 0 + + +

𝑓 ′′(𝑥) × + + + 0 −
𝑓(𝑥) × ◟- − 1

4 ◞6 3
4

◜-
上の増減表より

𝑥 =
√

𝑒 のとき極小値 − 1

4
，極大値なし

0 < 𝑥 <
√

𝑒3 で下に凸，𝑥 >
√

𝑒3 で上に凸

𝑦 = (log 𝑥− 1) log 𝑥

√
𝑒3

3
4

𝑒

√
𝑒

− 1
4

1
𝑥

𝑦

O

(2) 𝑓 ′(𝑥) = 2𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 = 2𝑒𝑥(𝑒𝑥 − 1) ∴ 𝑓 ′(𝑥) = 0ならば 𝑒𝑥 = 1すなわち 𝑥 = 0

𝑓 ′′(𝑥) = 4𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 = 2𝑒𝑥(2𝑒𝑥 − 1) ∴ 𝑓 ′′(𝑥) = 0ならば 𝑒𝑥 =
1

2
すなわち 𝑥 = log

1

2
= − log 2

lim
𝑥→−∞ 𝑓(𝑥) = lim

𝑥→−∞(𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥) = 0

𝑥 −∞ ⋅ ⋅ ⋅ − log 2 ⋅ ⋅ ⋅ 0 ⋅ ⋅ ⋅
𝑓 ′(𝑥) 0 − − − 0 +

𝑓 ′′(𝑥) 0 − 0 + + +

𝑓(𝑥) 0
◝
? − 3

4 ◟- −1 ◞6
上の増減表より

𝑥 = 0のとき極小値 −1，極大値なし

𝑥 < − log 2で上に凸，𝑥 > − log 2で下に凸

𝑦 = 𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥

log 2

−1

− 3
4

− log 2
𝑥

𝑦

O

11

(1) 𝑓 ′(𝑥) = 𝑒−𝑥2

+ (𝑥+ 𝑐)𝑒−𝑥2

(−2𝑥) = −(2𝑥2 + 2𝑐𝑥− 1)𝑒−𝑥2

𝑥 = 1で極値をとるから 𝑓 ′(1) = −(2𝑐+1)𝑒−1 = 0 ∴ 2𝑐+1 = 0 ∴ 𝑐 = − 1

2

(2) lim
𝑥→∞𝑥𝑒−𝑥2

= 0より lim
𝑥→∞ 𝑓(𝑥) = lim

𝑥→∞
(
𝑥𝑒−𝑥2

+ 𝑐𝑒−𝑥2)
= 0

𝑡 = −𝑥とおけば lim
𝑥→−∞ 𝑓(𝑥) = lim

𝑡→∞
(
(−𝑡+ 𝑐)𝑒−𝑡2

)
= lim

𝑡→∞
(−𝑡𝑒−𝑡2 + 𝑐𝑒−𝑡2

)
= 0

𝑥 −∞ ⋅ ⋅ ⋅ − 1
2 ⋅ ⋅ ⋅ 1 ⋅ ⋅ ⋅ ∞

𝑓 ′(𝑥) − − 0 + 0 − −
𝑓(𝑥) 0 ↘ − 1

4
√

𝑒
↗ 1

2𝑒 ↘ 0

上の増減表より 𝑥 < − 1

2
, 𝑥 > 1で単調減少，− 1

2
< 𝑥 < 1で単調増加

(3) 𝑦 = 𝑓(𝑥)のグラフと直線 𝑦 = 𝑘が共有点を持つ 𝑘の範囲を求めればよい。

(2)の増減表から − 1
4
√

𝑒
≦ 𝑘 ≦ 1

2𝑒
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(1) ［証明］

𝑥 > 0より

𝑓(𝑥) = (𝑥+ 1) log
𝑥+ 1

𝑥
= (𝑥+ 1) log(𝑥+ 1)− (𝑥+ 1) log 𝑥

𝑓 ′(𝑥) = log(𝑥+ 1) +
𝑥+ 1

𝑥+ 1
− log 𝑥− 𝑥+ 1

𝑥
= log(𝑥+ 1)− log 𝑥− 1

𝑥
= log

(
1 +

1

𝑥

)
− 1

𝑥

𝑓 ′′(𝑥) =
1

𝑥+ 1
− 1

𝑥
+

1

𝑥2
5 =

1

𝑥2(𝑥+ 1)
> 0

ゆえに 𝑓 ′(𝑥)は増加関数であり

lim
𝑥→∞ 𝑓 ′(𝑥) = lim

𝑥→∞

{
log

(
1 +

1

𝑥

)
− 1

𝑥

}
= 0

よって 𝑥 > 0において 𝑓 ′(𝑥) < 0だから 𝑓(𝑥)は単調減少関数である。 //

(2) 𝑓(𝑥) = (𝑥+ 1) log
𝑥+ 1

𝑥
= (𝑥+ 1) log

(
1 +

1

𝑥

)
だから

lim
𝑥→+0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+0

(𝑥+ 1) log

(
1 +

1

𝑥

)
= ∞

𝑡 =
1

𝑥
とおくと，𝑥 → ∞のとき 𝑡 → +0だから

lim
𝑥→∞ 𝑓(𝑥) = lim

𝑡→+0

(
1

𝑡
+ 1

)
log(1 + 𝑡) = lim

𝑡→+0

{
log(1 + 𝑡)

1
𝑡 + log(1 + 𝑡)

}
= 1

(3) ［証明］

𝑓(𝑥)は減少関数であり，𝑥 > 0で連続である。

𝑓

(
1

𝑒2

)
=

(
1

𝑒2
+ 1

)
log(1 + 𝑒2) > log 𝑒2 = 2 𝑓(1) = 2 log 2 < 2 ⋅ log 𝑒 = 2

よって，中間値の定理より 𝑓(𝑥) = 2を満たす 𝑥が
1

𝑒2
< 𝑥 < 1の範囲にただ 1つ存在する。 //


