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３ 章  Web に Link 解 説  

 

 

偏 微 分 と全 微 分 （p . 47 )  

 

基 礎 的 な数学では 1 つの変 数 に従 う関 数を扱 うが，物 理 化 学では，複 数の変数に従 う関

数を扱 う。 例 え ば， 理想 気 体 の 状 態 方 程 式は 次 式 とな る 。  

𝑝𝑝 =
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉

  (1) 

物質 量 n が一 定のときの理想 気 体の p-V-T の関 係 を図 1 に示 した。圧 力 p は体積 V，

温度 T のどちらが変 化 しても変 化する。このため，p は V と T の関数 として考えることができる。  

𝑝𝑝 = 𝑝𝑝(𝑉𝑉,𝑛𝑛)  (2) 
V が V から V+∆V，T が T から T+∆T まで変 化したときの圧 力の変 化 ∆p は次 式で与えられ

る。  

∆𝑝𝑝 = 𝑝𝑝(𝑉𝑉 + ∆𝑉𝑉,𝑛𝑛 + ∆𝑛𝑛) − 𝑝𝑝(𝑉𝑉,𝑛𝑛) 
= 𝑝𝑝(𝑉𝑉 + ∆𝑉𝑉,𝑛𝑛 + ∆𝑛𝑛) − 𝑝𝑝(𝑉𝑉,𝑛𝑛 + ∆𝑛𝑛) + 𝑝𝑝(𝑉𝑉,𝑛𝑛 + ∆𝑛𝑛) − 𝑝𝑝(𝑉𝑉,𝑛𝑛) 

=
𝑝𝑝(𝑉𝑉 + ∆𝑉𝑉,𝑛𝑛 + ∆𝑛𝑛) − 𝑝𝑝(𝑉𝑉,𝑛𝑛 + ∆𝑛𝑛)

∆𝑉𝑉
∆𝑉𝑉 +

𝑝𝑝(𝑉𝑉,𝑛𝑛 + ∆𝑛𝑛)− 𝑝𝑝(𝑉𝑉,𝑛𝑛)
∆𝑛𝑛

∆𝑛𝑛  (3) 

V と T の変化が微 小のとき，式 ( 3 )は次式 となる。  

d𝑝𝑝 =
𝑝𝑝(𝑉𝑉 + d𝑉𝑉,𝑛𝑛 + d𝑛𝑛) − 𝑝𝑝(𝑉𝑉,𝑛𝑛 + d𝑛𝑛)

d𝑉𝑉
d𝑉𝑉 +

𝑝𝑝(𝑉𝑉,𝑛𝑛 + d𝑛𝑛) − 𝑝𝑝(𝑉𝑉,𝑛𝑛)
d𝑛𝑛

d𝑛𝑛  (4) 

右辺の第 1 項 は T=T+dT で一 定 としたときの p を V で微 分したものに dV を掛けた値であ

り，第 ２項 は V=V で一 定としたときの p を T で微 分 したものに dT を掛 けた値である。そこで，こ

れらを次式のように表 す。  

d𝑝𝑝 = �
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑉𝑉
�
𝑇𝑇

d𝑉𝑉 + �
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑛𝑛
�
𝑉𝑉

d𝑛𝑛  (5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑛𝑛 
𝑉𝑉 

𝑃𝑃 

図 1  n が一定のときの理想 気 体の p -V -T 関 係  

 

�
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑉𝑉
�
𝑇𝑇
 

 
�
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑛𝑛
�
𝑉𝑉
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d p を 全 微 分 ，(𝜕𝜕𝑝𝑝 𝜕𝜕𝑉𝑉⁄ )𝑇𝑇と (𝜕𝜕𝑝𝑝 𝜕𝜕𝑛𝑛⁄ )𝑉𝑉を偏 微分 と い う 。偏 微 分 の下 付 き 文字 は 一 定 とな

る変 数 を 示 す 。全 微 分は 複 数 の変 数 の 変 化に よ る 全変 化 量 ，偏微 分 は ある 一 つ の変

数 に よ る 微 分 で あ り ，他 の変 数 は 一定 で ある 。図 1 中に 偏 微 分を 図 示 した 。よ り 簡

単 に 説 明 す る と 豆 腐 を斜 め に 切断 し た と き，切 断 面の 高 さ は 縦と 横 に 位置 に 依 存す

る。 切 り 口 の 傾 き は 縦か ら 見 た場 合 (図 1 の x 方向 )と 横か ら見 た 場 合 (図 １ の y 方

向 )で は ， 異 な る が これ ら が 偏微 分 に 相 当す る 。  
理想 気 体 の p は 式 ( 3 - 1 )で 与 え られ る た め， 2 つ の偏 微 分 は 次式 と な る。  

�
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑉𝑉
�
𝑇𝑇

= �
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑉𝑉

�
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉
��

𝑇𝑇
= −

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉2

  (6) 

�
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑛𝑛
�
𝑉𝑉

= �
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑛𝑛

�
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉
��
𝑉𝑉

=
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉

  (7) 

(𝜕𝜕𝑝𝑝 𝜕𝜕𝑉𝑉⁄ )𝑇𝑇を 求 め る とき ， T は 定数 ， (𝜕𝜕𝑝𝑝 𝜕𝜕𝑛𝑛⁄ )𝑉𝑉を 求め る と き ， V は定 数 と なる 。  
一 般 式 で 表す と z = z ( x , y )の とき ， 全微 分 d z は 次 式 とな る 。  

d𝑧𝑧 = �
𝜕𝜕𝑧𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑦𝑦

d𝜕𝜕 + �
𝜕𝜕𝑧𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑥𝑥

d𝜕𝜕  (8) 

 
例 題  フ ァ ン・デ ル・ワ ー ル ス の 状 態 方 程 式 (n,R,a,b は 一定 と す る )の 全 微 分 dp を

求 め よ 。  

𝑝𝑝 =
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉 − 𝑛𝑛𝑛𝑛

− 𝑎𝑎 �
𝑛𝑛
𝑉𝑉�
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[解 答 ]  

�
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑉𝑉
�
𝑇𝑇

= −
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

(𝑉𝑉 − 𝑛𝑛𝑛𝑛)2 + 𝑎𝑎
2𝑛𝑛2

𝑉𝑉3
 

�
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑛𝑛
�
𝑉𝑉

=
𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑉𝑉 − 𝑛𝑛𝑛𝑛
 

d𝑝𝑝 = �
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑉𝑉
�
𝑇𝑇

d𝑉𝑉 + �
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑛𝑛
�
𝑉𝑉

d𝑛𝑛 = �−
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

(𝑉𝑉 − 𝑛𝑛𝑛𝑛)2 + 𝑎𝑎
2𝑛𝑛2

𝑉𝑉3
�d𝑉𝑉 +

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉 − 𝑛𝑛𝑛𝑛

d𝑛𝑛 

 

ボ ル ツ マ ン 分 布 式 の 誘 導 (p.50)  

 

図２ で 示 した 温 度 T，断面 積 A の 気 体の 柱を 考 え る。地 上 か らの 高 さ h に おけ る

圧力 と h + d h に おけ る圧 力 の 差 d p は 二 つの 高 さ の間 に あ る 気体 の 重 力に 起 因 す る

た め ，気 体 の質 量 を d m，重 力 加 速度 を 𝑔𝑔とす る と ，次式 と な る 。こ の と き ， h が 増

加 す る と p は 減 少 す るた め ， d h が 正 の とき ， d p は 負 であ る。  

d𝑝𝑝 = −
𝑔𝑔d𝑚𝑚
𝐴𝐴

  (1) 

こ の 空 間 の 体 積 は A d h であ る から ， 理 想気 体 の 方程 式 を 用 いる と ，  

d𝑝𝑝 = −
𝑔𝑔𝑔𝑔𝐴𝐴
𝐴𝐴

dℎ = −
𝑔𝑔𝑝𝑝𝑔𝑔
𝑛𝑛𝑛𝑛

dℎ  (2) 
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と な る 。 h = h 0 のと き p = p 0， h = h i の と き p = p i と して 積 分 する と ，  

𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑝𝑝0

= exp�−
𝑔𝑔𝑔𝑔(ℎ𝑖𝑖 − ℎ0)

𝑛𝑛𝑛𝑛
� = exp �−

𝑚𝑚𝑔𝑔(ℎ𝑖𝑖 − ℎ0)
𝑘𝑘B𝑛𝑛

�  (3) 

と な る 。 h = h i にお け る分 子 の 位置 エ ネ ル ギー ε i は 𝑚𝑚𝑔𝑔ℎ𝑖𝑖であ る か ら ，  
𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑝𝑝0

= exp �−
𝜀𝜀𝑖𝑖 − 𝜀𝜀0
𝑘𝑘B𝑛𝑛

�   (4) 

と な る 。 h = h i にお け る気 体 分 子の 数 を N i と する と ，  

𝑝𝑝𝑖𝑖 =
𝑁𝑁𝑖𝑖𝑘𝑘B𝑛𝑛
𝑉𝑉

  (5) 

と な る か ら ，   

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁0

= exp �−
𝜀𝜀𝑖𝑖 − 𝜀𝜀0
𝑘𝑘B𝑛𝑛

�   (6) 

とな る 。 こ れ が ， 本 文中 の 式 3 - 2 8 で あ る。  
気 体 分 子 の 全 数 を N とす る と ，  

𝑁𝑁 = �𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑖𝑖

  (7) 

式 ( 6 )に 用 い ると ，  

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁

=
𝑁𝑁𝑖𝑖
∑ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖

=
exp �− 𝜀𝜀𝑖𝑖 − 𝜀𝜀0

𝑘𝑘B𝑛𝑛
�

∑ exp �− 𝜀𝜀𝑖𝑖 − 𝜀𝜀0
𝑘𝑘B𝑛𝑛

�𝑖𝑖

=
exp �− 𝜀𝜀𝑖𝑖

𝑘𝑘B𝑛𝑛
�

∑ exp �− 𝜀𝜀𝑖𝑖
𝑘𝑘B𝑛𝑛

�𝑖𝑖

  (8) 

ここ で ，  

𝑧𝑧 = � exp �−
𝜀𝜀𝑖𝑖
𝑘𝑘B𝑛𝑛

�
𝑖𝑖

  (9) 

z を 用 い る と ，  

𝑁𝑁𝑖𝑖 =
𝑁𝑁
𝑧𝑧

 exp �−
𝜀𝜀𝑖𝑖
𝑘𝑘B𝑛𝑛

�   (10) 

と な る 。  
 
 
 
 
マ ク ス ウ ェ ル -ボ ル ツ マ ン 速 度 分 布 (p.50)  
速度 u の 分 子 の運 動 エネ ル ギ ーを 𝜀𝜀𝑖𝑖と す る と，  

𝜀𝜀𝑖𝑖 =
1
2
𝑚𝑚𝑢𝑢2  (1) 

と な り ，速度 0 の分 子の 運 動 エネ ル ギ ー を 𝜀𝜀0とす る と， 𝜀𝜀0 = 0と な る 。こ れ を ボル ツ

マ ン 分 布 に 当 て は め ると  

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁0

= exp�−
𝜀𝜀𝑖𝑖 − 𝜀𝜀0
𝑘𝑘B𝑛𝑛

� = exp�−
𝑚𝑚𝑢𝑢2

2𝑘𝑘B𝑛𝑛
�   (2) 

とな る 。 こ の た め ， 速度 が u で あ る確 率 は exp(−𝑚𝑚𝑢𝑢2 2𝑘𝑘B𝑛𝑛⁄ )に比 例 する 。  

A：断面積

𝑔𝑔：密度

𝑑𝑑𝑚𝑚：質量 𝑝𝑝

𝑝𝑝 − 𝑑𝑑𝑝𝑝

𝑃𝑃0

𝑃𝑃𝑖𝑖
ℎ = ℎ𝑖𝑖

ℎ = ℎ𝑜

ℎ

𝑑𝑑ℎ

 図２  温 度が 均 一 な 大気 柱  
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一 方 ， 図 3 の 通 り， 3 次元 空 間に お い て 点 O にあ る 分 子が  
𝑢𝑢2 = 𝑢𝑢𝑥𝑥2 + 𝑢𝑢𝑦𝑦2 + 𝑢𝑢𝑧𝑧2  (3) 

で 表 さ れ る u か ら u + d u の 速度 を 持 つ と き， 1  s 後 には 青 く 塗ら れ た エリ ア （ 図 で

は 平 面 で 書 か れ て い るた め ，輪と し て 表 示さ れ て いる が ，実 際に は 立 体で あ る ため

ボ ー ル の 皮 の よ う な 中空 の 球 ）に いな け れば な ら ない 。こ の ため ，速 度 が u で あ る

確 率 は こ の 中 空 の 球 の体 積 に 比例 す る ． d u が無 限 小に 小 さ いと き そ の体 積 は  

4
3
𝜋𝜋(𝑢𝑢 + d𝑢𝑢)3 −

4
3
𝜋𝜋𝑢𝑢3 = 4𝜋𝜋𝑢𝑢2d𝑢𝑢  (4) 

とな る 。 こ の た め ， 定数 を k と する と ， 分 子 の 速 度が u で あ る確 率 F d u は  

𝐹𝐹d𝑢𝑢 = 𝑘𝑘exp�−
𝑚𝑚𝑢𝑢2

2𝑘𝑘B𝑛𝑛
�4𝜋𝜋𝑢𝑢2d𝑢𝑢  (5) 

とな る 。 u は 0 か ら ∞ま で変 化 し， こ の 範囲 の お ける 合 計 の 確率 は 1 と な る ため ，  

1 = � 𝑘𝑘exp�−
𝑚𝑚𝑢𝑢2

2𝑘𝑘B𝑛𝑛
�4𝜋𝜋𝑢𝑢2d𝑢𝑢

∞

0
  (6) 

を 満 た さ な け れ ば な らな い 。 この 条 件 か ら k を 求 め る 。   

𝑚𝑚𝑢𝑢2

2𝑘𝑘B𝑇𝑇
= 𝑢𝑢2

𝛽𝛽2
    (7) 

と お く と 次 式 と な る 。  

� 𝑘𝑘exp�−
𝑢𝑢2

𝛽𝛽2
�4𝜋𝜋𝑢𝑢2d𝑢𝑢

∞

0
= 1  (8) 

           
d
d𝑢𝑢

exp �− 𝑢𝑢2

𝛽𝛽2
� = −2𝑢𝑢

𝛽𝛽2
exp �− 𝑢𝑢2

𝛽𝛽2
�  (9) 

を 用 い て ， 部 分 積 分 する と ， 次式 と な る 。  

4𝜋𝜋𝑘𝑘 �−
𝛽𝛽2

2
exp�−

𝑢𝑢2

𝛽𝛽2
�𝑢𝑢�

0

∞

− 4𝜋𝜋𝑘𝑘� −
𝛽𝛽2

2
exp�−

𝑢𝑢2

𝛽𝛽2
�d𝑢𝑢

∞

0
= 0  (10) 

第 1 項 は ゼ ロ で あり ，  

� exp�−
𝑢𝑢2

𝛽𝛽2
�𝑑𝑑𝑢𝑢

∞

0
= �𝜋𝜋𝛽𝛽

2

4
  (11) 

を 用 い る と ，  

𝑘𝑘 =
1

4𝜋𝜋
2
𝛽𝛽2

�
4
𝜋𝜋𝛽𝛽2

= �
𝑚𝑚

2𝜋𝜋𝑘𝑘B𝑛𝑛
�
3/2

  (12) 

とな る 。 し た が っ て ，  

𝐹𝐹(𝑢𝑢) = 4𝜋𝜋 �
𝑚𝑚

2𝜋𝜋𝑘𝑘𝐵𝐵𝑛𝑛
�
3/2

𝑢𝑢2𝑒𝑒𝜕𝜕𝑝𝑝 �−
𝑚𝑚𝑢𝑢2

2𝑘𝑘𝐵𝐵𝑛𝑛
�   (13) 

とな る 。 こ れ が ， 本 文中 の 式 3 - 2 9 で あ る。  
 

𝑢𝑢

𝑑𝑑𝑢𝑢

 

O

図 3 3 次 元空 間 に ある

分子 の 速 度  


